Le « Triguadrilatére » de Brahmagupta
Analyse d’'un texte mathématique

Satyanad Kichenassamy

l. Position du probleme

Le Brahma-sphta-siddianta (BSS) ou « Systeme précisé de Brabknde Brahmagupta (628 ap.
J.-C., en vers sanskrits) présente une améliordtiom systéme astronomique antérieur, et vise a
une meilleure « convergence du calcul et de I'oks@n » (en sanskritdrggaritaikya). Les
chapitres XII et XVIII, consacrés aux outils matteigues, ont été traduits en 1817 par H. T.
Colebrooke, accompagnés de deux traitées du douzisiee qui doivent beaucoup a
Brahmagupta. Ces textes ont été considérés commearfeentaux par toute la tradition
ultérieure. Les principaux résultats mathématiglee8rahmagupta seront rappelés plus loin. On
considére généralement que son ceuvre, avec cdllgatihaa | (499 ap. J.-C.) est l'une des
sources principales des résultats et concepts giheri indienne dans les mathématiques
modernes.

On s'intéresse ici aux propositions XI1.21-32 duBBonsacrées aux propriétés d’'une figure que
Brahmagupta appellgicaturbhuja, et qu'il ne définit pas ; ce néologisme sanskritreadu ici

par un calgue en francais : « triquadrilatére ».s®@mropose de montrer, par I'analyse interne du
texte, que la cohérence interne du texte permeadéderminer son objet, et indique en méme
temps les éléments d’une dérivation possible degteds énoncés.

[I.  Trois difficultés
II.1. Brahmagupta n’a pas été compris correctemenpar ses successeurs.

Colebrooke (1817), suivant le seul commentaire afigge, du neuvieme siecle, rend

« triquadrilatére » par « triangle et quadrilaterecette interprétation a été suivie par tous les
auteurs ultérieurs. Mais certains des résultatBrdamagupta ne sont pas corrects pour tous les
quadrilatéres, on en a conclu, en Inde méme, qadérBagupta s'était trompéC’est 1a une
premiére difficulté : nous ne pouvons pas compteres textes postérieurs a Brahmagupta pour
nous éclairer sur son texte.

! Laboratoire de Mathématiques, Université de Re@hampagne-Ardenne, Moulin de la Housse, B.P. 1639,
51687 Reims Cedex 2.

Courriel : satyanad.kichenassamy@univ-reims.Rage personnellehttp://phare.normalesup.org/~kichenassamy
2 Sur l'influence des mathématiques indiennes herdide, voir par exemple l'introduction de Colebke (1817).

% On suit ici Kichenassamy (2010, 2012a), ot I'asutrera plus d’informations sur chacun des poirgsutés dans
cet article. Voir également Kichenassamy (20112201l e BSS a été édité par Dvivedin (1902) et Baaf1966).

* On trouve & partir du quatorziéme siécle en Iretetchitements du quadrilatére cyclique qui utitises approches
incompatibles avec le texte de Brahmagupta ; ntarsparlerons donc pas.
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C’est Chasles, dans son monumental « Apercu Higterdes Méthodes en Géométrie » (1837),
qui comprend que les propositions de Brahmagupienfesent des propriétés remarquables de
guadrilatéres cycliques, dont lI'une (le «théoredee Brahmagupta » XI1.30-31) n’était pas
connue a son époque. Les résultats de Brahmagupttarsginaux, puisqu’ils ne se trouvent dans
aucun texte antérieur. De plus, les auteurs ultési@e les ont pas adoptés, ou les ont méme
rejetés comme incorrects. Brahmagupta devait dosséaler une dérivation de ses résultats, qu'il
faut découvrir par 'examen de son texte. Cettavd@on a été recherchée par de nombreux
auteurs. Chasles note également que les auteurs indieérseults se sont mépris sur ses résultats
géomeétriques, parce qu’ils n'ont pas percu la dmide cyclicité. Certains de ces résultats
semblent néanmoins avoir été diffusés hors dedjpdisque la formule de I'aire du quadrilatere
cycligue (la « formule de Brahmagupta ») est énerggins preuve au début du® k®cle par
Snellius. De nombreux auteurs en ont proposé das/es ; d’autres ont simplement rejeté ces
résultats parce gu’ils faisaient intervenir le pribdle quatre longueurs, et qu’un tel produit ne
pouvait pour eux avoir de signification géométrique

I1.2. Une géométrie sans angles ni paralleles.

Une deuxieme difficulté provient des outils conmgsBrahmagupta. Il ne connait pas la notion
d’angle, ni celle de parallele. Brahmagupta préseets formules pour l'aire et les diagonales
d’'un triquadrilatere en termes de leurs c6tés,iajns deux expressions pour le rayon de son
cercle circonscrit: comment Brahmagupta a-t-ileobt ces résultats avec les outils a sa
disposition ?

[1.3. Un discours géométrique sans figures.

Chasles remarquait déja chez les auteurs indiabsdhce compléete de figures, rendues inutiles
grace a l'introduction de termes pour désigner shaaes lignes considérées. L'expression, fort
précise, laisse peu de place a l'interprétationy p@u que I'on suive de prés l'ordre du texte. I
ressort de 'emploi, en XI1.29 et XI1.30 du termeakalpya(« ayant considéré mentalement »),
de la méme racine qukalpanz (imagination), que les figures étaient censées qoudtre
visualisées mentalement. La cohérence mathématigse résultats présentés dans le texte
contraint également trés fortement leur domaing@mlieabilité. La lecture attentive, en prenant
en compte la cohérence mathématique du texte, peusettra de déterminer ce qu'est le
« triquadrilatere ». Pour une présentation systéuatde la méthode que nous utilisons, voir
Kichenassamy (2011), avec une autre applicatios #ahenassamy (2006).

La situation est donc la suivante : Brahmaguptataru des résultats originaux, mais semble ne
pas les avoir exprimés de maniére complete. Ndossaloir que cette impression provient de ce
gue ses présupposés mathématiques ne sont paérfessmue ceux de ses successeurs. Pour ce
faire, nous allons d’abord passer en revue quelgagens et résultats connus de Brahmagupta
(sect. Ill) puis, nous allons lire les Prop. XIkBR en tentant de suivre pas a pas la démarche
suggérée par l'ordre et la formulation méme de mssiltats. Nous insisterons ici sur la

® Chasles, Hankel, Cantor, Zeuthen, Datta, Saragwatna, parmi les principaux (voir Kichenassamy @0four
une discussion). Il existe de nombreuses dérivatitas résultats de Brahmagupta par des méthodesymesd mais
toutes utilisent des outils inconnus de Brahmagupta
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détermination de la nature du « triquadrilatereet>la détermination de son aire et de ses
diagonales, renvoyant aux références pour lessaasigects et résultats de son texte.

lll.  Quelques aspects des mathématiques de Brahmagupta.

Rappelons quelques points saillants de I'ceuvre énadtique de Brahmagupta, en insistant plus
particulierement sur ceux qui seront pertinents p@sguite. D’abord, Brahmagupta traite, dans le
Chap. XVIII, le zéro et les nombres négatifs—apparent pour la premiere fois—comme des
nombres, soumis a une regle des signes. Il présgeiement des méthodes de calcul sur des
irrationnels quadratiques. Il possede une algebiterale » (ou les inconnues sont désignées par
des lettres), qu'il utilise pour résoudre des éguat de degrés un et deux. Il résout
I'équationax + m = by + n en entiers, et jette les bases de la résolutiohédaation Nx? +
1=1vy? en entiers, qui sera complétée par Jayadeva. nhalen particulier I'« identité de

Brahmagupta » (XVI111.65-66), qui permet de compdesrsolutions d&/x? + k = y? :
Si Na’?+k=b% et Nc?+1=d? alors N(ad + bc)?> + kl = (Nac + bd)?.

Brahmagupta utilise dans le chapitre XllI une algebkrrhétorique », ou les opérations sont
décrites en toutes lettres, sans symboles. Il dessggalement d’une algebre littérale, mais c’est
dans le chapitre XVIII qu’il l'utilise, dans sa tme des équations. Il n'y a donc pas
d’'inconvénient a transcrire, comme nous le feraes, formules en écriture moderne, pour la
commodité du lecteur, tant que les opérations wfées sont bien celles connues de
Brahmagupta.

En géométrie, Brahmagupta utilise les concepts kpe trouve dans des textes indiens
antérieurs. Les plus pertinents pour la suite dest suivants. Le triangletriphuja) est
littéralement, un « trilatere », puisque la notabangle est absente ; ce que nous appelons un
triangle rectangle est congu ici comme un demi+odpladont I'hypoténuse est appeliéarna
(diagonale). Le carré de la diagonale d’un oblostgasomme des carrés de sa longueur et de sa
largeur. Dans un triangle scaléne (ou isocélefixenl’'un des c6tés, que I'on appelle « base » ; la
perpendiculaire abaissée sur la base divise legleaen deux triangles rectangles. L’'aire d’'un
oblong est le produit de ses co6tés ; celle d'uangie est le demi-produit de la base par la
hauteur. Les considérations de symétrie par ragpart axe « vertical » ou « horizontal » jouent
un réle important dans les questions liées aux emportées dans le chapitre XIX, tout comme
une notion restreinte de similarité pour les trlaagectangles, que nous verrons décrite dans la
Prop. XII.25.

IV.  Analyse des propositions XI1.21-XI1.32.

IV.1. Orientation générale

XIl.21 énonce la formule de Brahmagupta. Xll.22—@éveloppent des outils utiles a sa
dérivation. C’est XII.27 qui donne la clé de l'iddication du triquadrilatére, et qui indique la
dérivation de la formule de l'aire ; nous donnoeflecci apres I'analyse de XII.27. XI1.28-32
tirent les conséquences de ces résultats. Pouuel@qposition, nous donnons le texte sanskrit,
une traduction qui s’efforce de reproduire le moungat du texte, et une analyse de son contenu.
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Chaque numéro (21, 22, etc.) correspond a un gerg,les hémistiches (inégaux) sont écrits sur
deux lignes ; pour une définition rapide du verspkyé et un exemple de scansion, voir
Kichenassamy (2012b). En sanskrit mathématique emmfrancais mathématique, certaines
opérations sont désignées par plusieurs termes alomeut négliger les nuances en premiere
approximation : ainsi, nous ajoutons ou additiormmdas nombres, nous les multiplions ou en
effectuons le produit, nous retranchons ou soustrayetc.

Indications sur la prononciationLe texte sanskrit est ici donné en translittérgtemsuivant les
conventions usuellésOn retiendra que (i) les voyellés 7, i, 0, e sont longuesa, i, u sont
bréves ;u se prononce toujours « ou », jamais « ue»Se prononce toujours « €& Xii) les
consonnesg, d etn sont « rétroflexes » ; (iiig, r, s ets correspondent approximativementteh,

ri , sh et ¢respectivement; (iv) h indique toujours une aspiration ; (v) les mots patgas
toujours sépares, et leur décomposition nécesaigeconnaissance de la grammaire sanskrite,
dans laquelle la formation des composeés est ré&gielgs regles assez strictes. Des tirets ont été
insérés pour mateérialiser la limite de certainssnot la décomposition de certains composés.

IV.2. Prop. XIl.21 : énoncé du résultat central

XIl.21 sthilaphalan tricaturbhuja-hzhupratibzhu-yoga-dala-ghtas
bhujayogrdha-catuyraya-bhujona-ghtat padan siksmam

Grossiere valeur de l'aire d’un triquadrilatere

Que le produit des demi-sommes des cbtés opposés ;

Du groupe formé de quatre demi-sommes des cotés

Retranchant (chaque) c6té (de I'une des demi-somaasmcine du produit est I'affinée.

Brahmagupta commence par présenter deux facongldé&vl'aire du triquadrilatére : I'une
grossiere, l'autre « affinée ». Sa figure compaytatre cbtés, puisque la seconde formule en
utilise quatre ; nous les noteroms b, ¢, d, dans l'ordre de succession des c6tés. Posant
s = (a+ b+ c+d)/2, Brahmagupta affirme que l'aikeest donnée approximativement par

a+c b+d

2 2’
et plus précisément par la célebre expression

~

A= \/(s —a)(s—=b)(s—c)(s—4ad).

Cette expression peut se comparer a la valeur eljpgeg en effet,

® Les caractéres utilisés en Inde sont le plus suweux de I'écriture dite magari » ou, dans le Sud, les caractéres
« grantha» et leurs variantes locales. On s’accorde a peqnsetoutes les écritures proprement indiennesetér
de labrahnt que I'on trouve dans les inscriptions doka au troisieme siécle avant J.-C. Les variatiéggonales
sont extrémement nombreuses. Voici le texte de2Xldlans I'écrituraagari :

.%'_agc o ~ 0 ~ o ~ q&ﬂ\&‘ﬁ“??ll

50



_a+b+c—d_a+c b—d

57 2 = t
a—b+c+d a+c b—d
s=b= 2 T2 T2
d'ou
a+c\: /b—d\? a+c\?
“_m“_d)ZK 2) _(2 )]S(z )'
De méme,

b+d\* ,a—c\?] (b+d\*
- —c) =|—) - < |(—
(s—a)s=o) I(z ) (=) —( 2)’
d’ou il résulte quela valeur grossiere excede toujours la valeur ¢ga0n remarque également
que la valeur exacte ne dépend pas de I'ordre@és,aontrairement a I'autre. Nous reviendrons

sur ce point aprés la discussion de XII.27.

a B
Figure 1. XI11.22 : Triangle avec sa base, ses deux cotés basteur.

IV.3. Prop. XIl.22—-24 : relations dans le triangleet le trapeze isocéle

XI1.22 : bhuja-kty-antara-bli-hrta-hina-yut: bhar-dvibhgjita”v adhe
suvadha-vargonid bhujavargn-milam-avalamba

La base est diminuée ou augmentée

Du quotient, par la base, de la différence des ésudes cotes,
(Et le résultat) divisé par deux :
(Tels sont) les deux segments.

Ayant 6té le carré de son propre segment

Au carré d'un c6té, la racine (du résultat) eshiauteur.

Il s’agit ici d’un trilatere, de cOtés, b, et de basg et de hauteun (voir Fig. 1). La hauteur coupe
la base en deux segments, dont les longueurs somiéds en termes des cotés par le premier

hémistiche «, § = %[y + az;bz]. Le second en déduit la hauteur = Va? — a? = /b% — 2.
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Ces relations résultent immeédiatement de la corstidd des deux triangles rectangles en
lesquels la hauteur décompose le triangle donnégrea a? — b? = (a? + h?) — (B? + h?) =

a? — B? et, par ailleursy = a + . Ces résultats prennent une forme plus simple siidngle
donné est rectangle en son sommet supérieur, coenieeteur le vérifie aisément.

= G+B

o B

Figure 2. XI11.23 : Trapeze isocéle associé au triangle paréyie.

XIl.23 avisama-caturasra-bhujapratibhuja-vadhayor ybteadayn karpah
kana-krtir-bhiz-mukha-yuti-dala-vargah padan lamba:

Dans le quadrilatére sans dissymétrie,

La racine de la somme des deux produits des cpigsses
Est la diagonale.

La racine du carré de la diagonale diminué

Du carré de la demi-somme de la base et de la face
Est la perpendiculaire

Brahmagupta considére maintenant un quadrilatesans dissymétrie » associé au triangle
précédent. Il s’agit du trapéze isocéle obtenua@nptétant le triangle par symétrie (Fig. 2). Ce
trapeze posséde quatre cotésf, a,y, ou la « face #$ est le coté opposé a la base. Le ¢otk
triangle est maintenant une diagonale du trapeze.dbauble négation est inévitable : le
« quadrilatére symétrique » désigne en sanskghie2. Brahmagupta obtient la diagonale et la
perpendiculaire du trapeze en termes de ses citisgent :

b=aZ+yf; h= bz—(#)z.

Ces résultats sont intimement liés aux précédeaty,= a + f et f = f — a. Il est néanmoins
frappant de noter que le trapeze isocele s’obtégalement par symétrie a partir d’'un triangle
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dont I'un des angles a la base est obtus ; on a idonne facon élégante de traiter tous les types
de triangle sans introduire de « cas de figure ».

XIl.24 : karpakrteh kaikrtim visodhya ndlam bhujo bhujasyarkim
prohya pada karis kai-bahu-kti-yuti-padan karnah

Du carré de la diagonale ayant enlevé la longuewicarré,
La racine (de cette différence) est la largeur.
(Du carré de la diagonale) ayant retiré la largeam carré,
La racine (de cette différence) est la longueur.
La racine de la somme des carres de la longuedeéa largeur
Est la diagonale.

Les termes que nous traduisons par « longueurciaggeur » Kori, et bahu ou bhujg sont des
termes techniques qui désignent toujours les ddigscperpendiculaires d'un oblong, tout
comme les termes « montant » et « linteau » imphtun cadre rectangulaire (celui d’'une porte)
sans qu’il soit nécessaire d’en dire plus. Cetteppsition énonce donc sous trois formes
légerement différentes que la somme des carréec@és d’'un oblong donne le carré de sa
diagonale—relation que Brahmagupta a déja utilipéusieurs reprises. Il est absurde de penser
gu’'un auteur qui omet toute étape de calcul quediur peut aisément suppléer se complaise a
délayer son texte dans une formulation redonddhtaut donc penser que Xll.24 a une autre
signification. Or, le texte n’est redondant qud'ai suppose que les trois relations qu'il décrit
concernent le méme oblong. D’ailleurs, rien nentgime que l'auteur présente ici trois résultats
indépendants. Considérons donc un triangle indaris un cercle, dont la base est un diametre.
Avec les notations de la Fig. 1, appelatd rayon du cercle, on peut y considérer trois sygpe
triangles qui ont tous le cétéen commun : (i)d, h,a) et ©, h,p) ; (i) (r, h, r-a) ; (iii) (a, b,y).
Effectuons maintenant les trois opérations presciitar Brahmagupta, exactement comme il les
indique. D’abord, on 6te le carré de la longuecit (le la hauteur) dans les triangles de type (i) :

a =+a?>—h? B =+b?—-h2

Ensuite, on 6te le carré de la largeur (ici, diérdkans le triangle de type (ii), ce qui conduit a
une expression de? :

h2=7r2—(r-a)?=a@r—a) =ap.
On calcule maintenant le carré de la base :
yi=(a+p) =a?+p%*+2af = (a®> — h?) + (b?> — h?) + 2(h? — af) = a® + b>.

Cette relation exprime la troisieme relation de.2dl; elle montre que le triangle (iii) est
rectangle. Ainsi, Brahmagupta n’a pas donné er2Xltrois versions du méme résultat. Les trois
relations n’'ont pas le méme statut. Les deux prersieéelations décrivent la dérivation d’'un
théoreme que la troisieme énonce.
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Figure 3. XIl.24 : Le triangle a pour base un diamétre dicleecirconscrit ; sa hauteur est I'un
des cotés de plusieurs triangles rectangles, bnpigédé un c6té, ou par un rayon.

IV.4. Prop. XII.25 : Détermination de toutes lesignes définies par les perpendiculaires
et diagonales d’'un trapeze isocele

XI1.25 : karpa-yutav-urdhvadhara-khaide kamavalamba-yoge &
svivadhe svayuti-ite dvidli prthak karna-lamba-gue

Lorsqu’une diagonale rencontre 'autre,
Les deux portions, inférieure et supérieure (limét@ar cette intersection)
Ou celles (limitées par) la ou diagonales et perieunlaires se rejoignent

Sont chacune obtenue en multipliant séparément,
Par leurs propres segments divisés par leurs pmpannexions,
La diagonale ou la hauteur (selon ce qu’on souhedtieuler).

XII.25 explique comment déterminer toutes les lgmgue les diagonales et les hauteurs
déterminent, dans un trapéze isocele, par leuessittions mutuelles (Fig. 4). Pour décrire la
méthode conduisant a toutes ces portions, Brahn@gagsocie a chacune d’entre elles son
« propre segment », qui est sa projection sur $&,bat sa « propre connexion ». Celle-ci est la
portion de la base qui joint le point de départiaeliiagonale concernée au pied de la hauteur
abaissée du point terminal de celle-ci (Fig. 5esttdonc la projection de la diagonale compléte
sur la base. Dans ce cas particulier, longueuagedpre connexion n’est autre que le segrnient
déja déterminé en XII.21 ; le fait que Brahmaguypitése une terminologie spéciale montre qu'il
donne ici un principe général :

propre segment

portion = ligne X —,
propre connexion
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Brahmagupta appelle cette méthodanupita » (proportion) en XlI1.32. On peut justifier cette
relation a l'aide de considérations sur les aite® approche classique en Inde a cette époque
(voir Kichenassamy (2010) et (2012a)). Cette prijpo géométrique ne se confond pas dans
I'esprit de Brahmagupta avec la régle de trominasika) qu’il a présentée plus tot dans le méme

chapitre.

Figure 4. XII.25 : chaque diagonale coupe chacune des hatansi que I'autre diagonale, en

deux portions.

portions sup.

pr. seg. inf.

propre seg. sup.

Figure 5. XII.25 : détermination des portions (supérieuragirieure) de hauteur et de
diagonale. Le « propre segment » d’'une portiors@girojection sur la base ; la propre connexion
est ici la projection de la diagonale entiere.
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IV.5. Prop. XIl.26 : deux méthodes pour déterminede rayon du cercle circonscrit

XI1.26 avisamapirsvabhuja-guas karzo dvigwavalamba-vibhakta
lhdayan visamasya bhujapratibhujarki-yoga-milardham

Le bras latéral de I'adissymétrique, multiplié gardiagonale,
Divisée par la perpendiculaire doublée,
C’est le (cordeau du) cceur, (lequel,)
Du dissymétrique, est la demi-racine
De la somme des cOtés opposes carres.

Les propositions XII.26 et XII.27 sont consacréedaadétermination du rayon du cercle
circonscritr (le « cordeau du cceur »). XIl.26 propose deux ou#h, présentées chacune dans
un hémistiche.

La premiere s’appuie sur la considération du trapgacele (« adissymeétrique »), et donne, avec
les notations de la Fig. 1,
ab
r=—
2h
On considére ici le cas ou le centre du cercleonscrit est intérieur au trapeze ; les autres cas
sont traités dans Kichenassamy (2010), auquel reugoyons également pour les détails des

BN

calculs. On voit que Brahmagupta formule ses rasultle facon a ce qu’ils s’appliquent
également a tous les cas. Avec les notations deiga 6, on remarque que la hauteur se
décompose en deux portions, dont on connait la sgraimsi que la différence des carrés :

hy+h,=h; h:—h?= (K)2 - (f)2 = af.

2 2

2
On en tire les portions des hauteurs, puis le rayd@te a la relatiom? + (g) =r% On

mentionne ici uniguement une expression de la goitférieure de la hauteur, qui nous sera
utile dans la dérivation de la formule XII.21 daite du triquadrilatere :

4hh; = 2(h? — ap) = a? + b —y2. (1)
Si le centre du cercle circonscrit est situé sausake, on obtient par un raisonnement analogue

4hh; = y? —a® — b2 (2)
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Figure 6. X11.26 : les triangles rectangles indiqués permettee déterminer la distance de la
base au centre du cercle circonscrit.

Figure 7. XII.26 : Détermination du rayon du cercle circoritsa I'aide d’un quadrilatere
dissymétrique

La seconde partie de XIl.26 fournit une autre esgimn du rayon du cercle circonscrit,
s’appuyant sur la considération du quadrilatersywgtrique » associé au triangle, a savoir celui
obtenu en prenant le symétrique du sommet du teapgr rapport au diametre horizontal du
cercle, voir Fig. 7 : il n'est donc pas symeétriquaa rapport a 'axe médial. Cette construction
permet de mettre en évidence un triangle inscrritt ¢k base est un diametre du cercle, et donc
d'utiliser XII.24, voir Kichenassamy (2010). Le vt final est, avec les notations de la Fig. 7,

r= %\/az +c'?2 = %\/b2 +d'2.
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IV.6. La Prop. XII.27 détermine la nature du triquadrilatére

XI1.27 tribhujasya vadho bhujayor dvigita-lamboddiato hrdayarajjuz
8 dvigwa tricaturbhujakaia-sp-g-vrtta-viskambha

Dans le trilatére, le produit des cotés
Divisé par la perpendiculaire doublée,
C’est le cordeau du ceeur,
Lequel, doublé, est, dans le triquadrilatére
Le diametre du cercle au contact de ses coins.

Cette proposition décrit le rayon du cercle cirasitsa un triangle et celui circonscrit & un

triquadrilatére. Cette proposition est, avec XlJ.2&mble-t-il le seul endroit dans le corpus
sanskrit ou ce terme intervienne, exception faie ditations du texte de Brahmagupta par
d’autres auteurs. Elle va nous permettre de détemaie qu’est le triquadrilatere.

Figure 8. Le triquadrilatére. Il est obtenu en complétantriangle par I'addition d’'un quatriéme
sommet pris sur le cercle circonscrit au triangle.

Ce texte montre d’abord clairement que le triquatiie est inscrit dans un cercle. Ensuite, son
cercle circonscrit coincide avec celui d’'un certammangle. Nous en concluons que le
triquadrilatére qui, d’apres Xll.21, posséde quatiees, contient un triangle distingué. La base
de ce triangle est alors I'une des diagonales cadmjatére formé par les quatre cotés. Nous
voyons donc que le triquadrilatére consiste erriandgle complété par I'addition d’un quatrieme
sommet sur le cercle circonscrit au triangle (BY. On peut également le voir comme un
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quadrilatére inscriptible dans un cercle, dont onnait une diagonale. Cette interprétation est
conforme a la grammaire sanskrite (P.-S. Filliazat)

Maintenant que nous savons que le triquadrilatétenscrit dans un cercle, nous pouvons Vvoir
pourquoi son aire est nécessairement une foncyiorétsique de ses cotés. En effet, on peut
obtenir cette aire en retranchant de celle du éisguatre « segments de cercle » (en sanskrit,
pradhi; voir Fig. 9). L’aire de chacun de ces segmentslémend que d’'un seul cote, et I'ordre
dans lequel on les retranche importe peu. L'airejdadrilatére ne dépend donc pas de I'ordre
des cotés. En contrastant en Xl1.21 la formule exatla formule approchée, Brahmagupta attire
I'attention du lecteur sur la plus grande symédeda formule exacte. Il 'encourage également a
faire usage de cette symétrie, qui est utile dandérivation de I'expression des diagonales
(X11.28).

Figure 9. L’aire du quadrilatére cyclique s’obtient en retrhant de celle du disque quatre
segments de cercle (en couleurs), dont chacunpendéue d’un seul cbté.

IV.7. Dérivation de I'aire du triquadrilatére
Nous disposons maintenant des éléments de la dénwde la formule de Brahmagupta énoncée
en XII.21. Pour obtenir I'aire du triquadrilaté&composons-le en deux triangles, comme sur la
Fig. 10 dont nous utilisons les notations. Ces deakgles ont le méme cercle circonscrit. On a
donc, par XIl.27ab = 2h etcd = 2rh’, d’ou

ab + cd = 2r(h + h'). 3)

Par ailleurs, le centre du cercle circonscrit acahade ces triangles est également le méme, ce
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qui fait que la distancéi; du centre a la base de ces triangles est la ni@ous avons vu, dans

la discussion de XII.26, que I'on pouvait I'exprimee I'aide des cotés de ces triangles (éq. (1) et
(2)). On obtient alors  a? + b?> = y2 + 4hhy;  c¢*+d? = y? — 4h'h,.
Il en résulte que

a? + b? —c? —d? = 4h,(h + ). 4)

hl

Figure 10.Dérivation de l'aire du triquadrilatere.

Mais l'aire du triquadrilatére est la somme dessdes deux trianglesl:= %y(h + h"). Comme

2
nous avons déja vu Ql@:‘y) + h# = r?, il résulte de (3) et (4) que
16 A% = 4(ab + cd)? — (a® + b%? — c? — d?). (5)

En utilisant deux fois l'identité? — v? = (u — v)(u + v), on obtient
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16 A% = (a® + b? + 2ab — c? — d? + 2cd)(c? + d? + 2cd — a? — b? + 2ab)
=(@a+b+c—d)a+b—c+d)(c+d+a—b)(c+d—a+b)
=16(s—a)(s—b)(s —c)(s — ad),

en notants le demi-périmetre du quadrilatere. La formule é@men XIl.21 en résulte. Ainsi,
Brahmagupta a donné tous les outils pour permdtrdériver son résultat, pour peu qu'on le
suive dans sa démarche.

La proposition suivante utilise cette formule dare pour déterminer les diagonales en termes
des cotés.

IV.8. Prop. XII.28 : détermination des diagonales

XI.28 karnasrita-bhuja-ghitaikyam ubhayat#finyonya-blajitam-guzayet
yogena bhujapratibhuja-vadhayarmau pade wame

Les sommes des produits des c6tés qui adherehtague) diagonale
Divisées I'une par l'autre, des deux manieres, seroultipliées

Par la somme des produits des cotés opposés.

Les deux diagonales (en) sont les racines, dadsgymétrique

En symboles, cette proposition exprime que les digagonales sont données par

_ (ad+bC)( + bd) p s (ab+cd)( + bd)
V= ab + cd ac ¢ ~ J\ad + bc ac '

La détermination des diagonales s’effectue en daages (on utilisera les notations de la Fig.
11).

Etape 1: calcul de/6: On rappelle d’abord

A= %y(h +h") )

et, par (3),ab+cd =2r(h+h"). On a doncAd = I—r(ab + cd) et, par un calcul analogue,

A== (ad + bc), d'od
y ad+bc

§ ab+cd
Etape 2: calcul dgd: On intervertita etd dans (5), ce qui donne

4(ac + bd)? = 16 A% + (b? — a? + d? — c?)>. (6)

Le triangle supérieur et le triangle inférieur chacun deux segments ; s@itécart entre
les pieds des hauteurs de ces triangles (voirlE)g.On a alors

a+0=a’, B +6=8.
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Par XI1.22, b?—a?=y(f—a), d*—-c?>=y(a’ —p"), dou
b? —a? 4+ d? — ¢? = 2y6. (7)

Par ailleurs, la diagonateest I’hypoténuse d’un triangle rectangle dont i@gs sont la somme
des hauteurs, et l'intervalle entre ces hautews fig. 11) :

8§2=02+ (h+h')2 (8)
Il vient, en appliquant (6), puis (5) et (7), efier{8),

4(ac + bd)? = 164?% + (b? — a? + d? — ¢?)?
= 4y2[(h + k') + 62] = 4y252,
D’ou Y8 = ac + bd.

On en tirey? = (y6) x (%)

Figure 11.XI1.28 : détermination de la diagonaile

Brahmagupta, aprés avoir déterminé les diagonaledriquadrilatere, va montrer comment

déterminer les perpendiculaires abaissées surda &apartir des sommets (XI1.29), puis va
déterminer celle abaissée du point de concoursddegonales, d’abord dans le cas ou les
diagonales sont perpendiculaires (X11.30-31), plaiss le cas général, pour lequel il introduit des
constructions auxiliaires (X11.32). On obtient aitgutes les lignes de la Fig. 14, dans le cas
général. Rappelons que Brahmagupta avait déja whtares les portions de hauteurs et de
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perpendiculaire dans le cas du trapeze isoceleleB5X La discussion sortant du cadre de cet
exposé, nous donnons ici le texte avec un bref cemtaire, renvoyant a Kichenassamy (2012a)
pour une étude détaillée.

Apres avoir déterminé les diagonales, Brahmaguptaidere les perpendiculaires abaissées des
sommets (X11.29). Il va ensuite déterminer systéguement toutes les lignes que l'on peut
obtenir par intersections de perpendiculaires etiggonales (X11.30-32).

IV.9. Prop. XI1.29-32 : Détermination des portionsdes diagonales et perpendiculaires.

XIl1.29 visamacaturasra-madhyesama-tribhuja-dvaya prakalpya pthak
kara-dvayena prvavad<vadhe lambakau casthak

Dans le quadrilatére dissymétrique,

Imaginer deux trilatéres dissymétriques, séparément

(Détermineés) par la paire de diagonales, comme eanEmnt,

(On obtient) les deux segments, et les deux peiqdanles, séparément.

Brahmagupta considére ici deux triangles inclussdamuadrilatére, ayant pour base commune
la base du quadrilatére. Il note que I'on peut @étemniner chacune des perpendiculaires
« comme avant », en appliquant XIl.22. Lorsqu’ofeatie le calcul suggéré par Brahmagupta,
on trouve que les hauteurs s’expriment de fagorpleiren termes de l'aire si I'on utilise sa
formule (XI11.21).

On considére maintenant XI1.30 et XI1.31, qui formhene proposition unique.

XI1.30 visamabhugntas-tribhuje prakalpya kasau bhuvau tadavadhe
pthagardhvadhara-khaude kama-yutau karayor-adhare

XI1.31 tribhuje bhujau tu biamis tal-lambo lambakdharan khazdam
urdhvam-avalamba-khalam lambaka-yogrdham-adharonam

Entre les bras du dissymétrique, deux trilatéres

Baseés sur les diagonales sont considérés, douieles segments
Sont chacune une portion de diagonale,

Au-dessus, en-dessous de leur intersection. Ssusagonales,

Dans le triangle (limité par les diagonales), ceasen revanchées deux cotes ;
Sa hauteur est la partie inférieude la hauteur (médiane) ;

La partie supérieure

Est la demi-somme des hauteurs moins la (partféyigure

X11.30-31 décrit le «théoréme de Brahamgupta » lsuperpendiculaire d’'un quadrilatere

cycligue a diagonales perpendiculaires (Fig. 12).00serve que la condition de perpendicularité
est exprimée par l'identité des segments et dasopsrde diagonale (Fig. 13).
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Figure 12.Le « théoreme de Brahmagupta » : la perpendicut@issant par le point de concours
des diagonales (en pointill€) est la demi-sommepeesendiculaires abaissées des sommets
supeérieurs (en traits pleins).

J

Figure 13.XI1.30-31 : Les portions de diagonale sont égaldrdes segments lorsque les points
JetH coincident, ce qui signifie que les diagonales penpendiculaires.
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XII.32 karpavalambaka-yutau khale kanavalambayor-adhare
anuptena tadineardhve sicyam sagitayam

Lorsque diagonale(s) et perpendiculaire(s) se reneot

Les portions inférieures de diagonale et de perlipalaire

(Se déterminent) par proportion ; les retranchant,

On obtient les supérieures dans l'aiguille avedi@lare avec) intersections

L'aiguille est la figure obtenue en prolongeant xiedtés opposeés jusqu’a leur intersection. La
« figure avec intersections » est obtenue en pgalant encore plus loin ces cbtés, jusqu’a leur
intersection avec les perpendiculaires élevéesisldps extrémités de la base (voir Fig. 15) ;
elles rencontrent alors également les diagonalelonmées. Toutes les intersections mutuelles
des lignes de cette figure définissent des portidrahmagupta explique que toutes les portions
inférieures de ces lignes peuvent s’obtenir pampgnion (au sens de XII.25). De fait, la
considération de ces figures auxiliaires permet détermination élégante de la perpendiculaire
passant par le point de concours des diagonalesinfmrmation qui n’est pas une conséquence
immédiate des résultats précédents (voir Kichemag$2012a)).

Figure 14.XI1.32 permet de déterminer toutes les lignes dedeyure.

V. Conclusion

L’analyse du texte de Brahmagupta a ainsi permidgégeler sa cohérence. On a ainsi montré que
Brahmagupta avait donné tous les éléments pourspréde sens du terme « triquadrilatere », et

que I'organisation de son discours contenait ddkations permettant d’obtenir des dérivations

de tous ses résultats, en n'utilisant que les atika disposition. Les principes sous-jacents a
cette analyse ont une portée plus vaste. L'étude tExte mathématique reléve de la philologie,

de la critique littéraire, et des mathématiqueslaghilologie, elle tire I'exigence de se limitgr

la lettre du texte : seul le texte compte, au méspa la lettre pres. Les commentaires ultérieurs
en particulier ne sont que des indications, degestgpns : ils ne doivent pas prendre le pas sur le
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texte. De la critique littéraire, elle retient temtion a la forme du texte : celle-ci est indisable

du contenu ; plus encore, elle lui donne une coulene orientation qui, comme ici, permet de
déterminer le sens du texte. Enfin, il s’agit iairdtexte scientifique : il faut garder a I'esplat
nécessaire cohérence mathématique du contenu. Comreevoit, il s'agit la de remarques de
bon sens: Qui songerait a dire que, pour compeenualr auteur, on doit s'adresser a ses
épigones ? Qui pourrait penser que la facon donprésente un argument importe peu ? Qui
pourrait penser qu'un texte mathématique doit &iwrdé en oubliant sa dimension
mathématique ?
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