ISAAC BARROW
& LE THEOREME FONDAMENTAL DU CALCUL INFINITESIMAL
Patrick Perrin, IREM de Reims

Avant que Newton et Leibniz n’en fassent la piesregulaire du calcul différentiel et
intégral, Isaac Barrow avait mis en évidence daslLectiones Geometricake lien de
réciprocité entre le calcul de l'aire sous une lbewst le calcul de la tangente. L'étude de
quelgues extraits de ces legcons nous permettra algren I'originalité de la contribution
d'lsaac Barrow a I'histoire de I'analyse.

LE THEOREME FONDAMENTAL

Les notations du calcul différentiel réduisent tbéoreme a une formule lapidaire :
d % P L . . P
d_.[ f (t)dt = f(x), masquant sa signification premiere. Ce que ngpsraons par I'énonceé
XJa

classique : sous I'hypothese de continuité de matfonf, la fonction qui donne l'aire sous la
courbe représentative dea pour dérivée la fonctiohelle-méme, les anciens géometres le
résumaient en disant que le calcul des aires reléda méthode inverse des tangentes. Cette
formulation a 'avantage de mettre I'accent swistence d'un lien profond entre la résolution
de deux problemes géométriques a priori indépesdant

Le premier de ces probléemes, le calcul des a@sisaussi ancien que la géométrie. Les
premiers résultats concernant les figures élémestae trouvent dans les tablettes de I'ancien
empire babylonien et dans les papyrus du moyenrendgjyptien. Mais il faut attendre les
mathématiques grecques pour voir apparaitre unieotiétyenérale de quadrature, la méthode
d'exhaustion. Apres Eudoxe et Euclide, Archimedeua usage si remarquable de celle-ci
qu'elle est encore une référence pour les mathéeraidu 17siécle. Poursuivant les travaux
d'Archiméde, ceux-ci développent différentes médisode quadrature qu’ils jugent plus
efficaces pour la découverte de nouveaux résuttass ceci se fait au détriment de la rigueur
démonstrative.

Le second de ces problémes, la détermination aegehtes a une courbe, remonte
également aux mathématiques grecques. La premgdiretidn de la notion de tangence qui
nous soit parvenue se trouve en effet au débutivde Il des Elémentsd’Euclide, livre
consacreé aux propriétés du cercle :

Définition 2 : Une droite qui, rencontrant un cezckt prolongée, ne le coupe pas, est
dite étre tangente au cercfe.

Quelgues pages plus loin la proposition lll.16 mane caractérisation de la tangente a un
cercle en termes de convexité et vient précisemalre du contact entre le cercle et sa
tangente :

! Euclide.Les élémentsTraduction Bernard Vitrac. P U F Paris 1990-1994, p.387



La droite menée a angles droits avec le diameétrecehele a partir d’'une extrémité

tombera a l'extérieur du cercle, et dans le lieumgois entre la droite et la
circonférence, une autre droite ne sera pas intiées]...] 2

C'est cette conception de la tangence, généraliskmutres courbes que le cercle, que I'on
retrouve chez Apollonius dans son étude des taegenix coniques et chez Archimede dans
sa détermination de la tangente a la spirale. Lathématiciens du £&iécle vont enrichir
considérablement le concept en mettant en éviddlacres propriétés de la tangente a une
courbe. Ainsi certains d'entre eux développent aimtpde vue cinématique en utilisant la
composition des mouvements pour déterminer la t#eg@ une courbe, par exemple
Roberval avec soaxiome, ou principe d’invention

La direction du mouvement d’'un point qui décrit digme courbe, est la touchante de
la ligne courbe en chaque position de ce point&.principe est assez intelligible, &
on l'accordera facilement dés qu’on I'aura consiéé&vec un peu d'attention.

D’autres tel Descartes préferent mettre en avargaint de vue algébrique. Dans celui-Ci
le critére de contact de deux courbes est la aénce de deux points d’intersection : étant
donnés une courbe C et un point fixe A de cettelmwne ligne quelconque variable (droite
ou cercle par exemples), qui coupe la courbe C eheh un second point variable M, devient
tangente a la courbe C lorsque le point M coin@slec A. Enfin avec les méthodes
infinitésimales la tangente acquerra la propriéippmentaire de se confondre avec la
courbe au voisinage du point de contact.

Mais posséder des méthodes de calcul pour leadBsao’est sans doute pas suffisant pour
pressentir le lien entre les problemes de quadraude tangente. Encore faut-il étre amené a
se poser les bonnes questions. Nous allons doenerekemples pour illustrer notre propos,
le premier concerne le probleme inverse des tapgdtrouver une courbe dont la tangente en
un point quelconque vérifie des conditions donnée second la rectification des courbes.

Pour I'historien des sciences Paul Tannery, Rerécértes et Florimond De Beaune
auraient apercu de facon claire I'identité du peole inverse des tangentes avec celui des
quadratures. Il I'affirme dans une note relativarapassage de la lettre de Descartes a De
Beaune datée du 20 février 1639 dont voici un éxtta

Je ne croy pas qu'il soit possible de trouver gafemnent la converse de ma regle pour
les tangentes, ny de celle dont se sert MonsieuFeatenat non plus, bien que la
pratiqgue en soit en plusieurs cas plus aisée quaiknne. Mais on en peut déduire a
posteriori des Theoremes, qui s’estendent a tolgiedignes courbes qui s’expriment
par une équation, en laquelle 'une des quantiteauxy n’ait point plus de deux
dimensions, encore que l'autre en eust mille ; &ge ay trouvez presque tous en

ibid. p.423-424

Roberval, Gilles Personne debservations sur la composition des mouvementardesmoyen de trouver
les tangentes des lignes courlie#émoires de I'’Académie Royale des Sciences, tdime.24

Dans cette lettre Descartes donne la solution ghebleme posé par De Beaune dont on s’apercerr&ap
suite qu'il se ramene a celui des courbes a sogetde constante.



cherchant cy-devant vostre deuxiéme ligne courbais pour ce gque je ne les écrivois
que dans les brouillons que je n’ay pas gardengj@ous les puis envoyer.

Il est possible, comme Paul Tannery le fait, éiptéter ce passage en disant que
Descartes aurait établi des théoremes concernanbigrations de fonctions rationnelles (ou
de leur racine carrée) obtenues comme inversesffdeedtiation, mais on aurait bien aimé
avoir sous les yeux les brouillons de Descartes.

Les problémes de rectification ont également jonédle dans I'établissement d’'un lien
entre quadrature et tangente par le fait que l&fioation d’'une courbe se raméne a la
quadrature d’'une autre courbe, principe générabuémt entre 1657 et 1659 par plusieurs
mathématiciens. Ainsi James Gregory en 1668, gadérhonstration d’'une propriété relative
a la rectification des courbe®st-il conduit & établir le théoréme fondameptalr le cas qui
I'intéresse et on pourrait lui attribuer la patégnde la découverte (ce que font certains
historiens) s’il avait réalisé la généralité emportance de ce qu’il venait de trouver.

Quoi gu’il en soit, il semble quavant Barrow ancé&noncé général du théoréme
fondamental n’ait été formulé explicitement.

ISAAC BARROW

Né a Londres en 1630, fils d'un commercant drapgsrac Barrow termine ses études au
Trinity College de Cambridge. Il y est recruté coenassistant en 1649, avant de partir en
1655 pour un grand voyage d’études a travers I'Beigui dure quatre ans. Il obtient en 1660
le poste de professeur de grec au Trinity Collggél cumule deux ans plus tard avec celui
de professeur de géométrie au Gresham College nidré® En mai 1663 il est élu parmi les
premiers membres de la Royal Society, I'été suividaisse son poste de professeur de grec
pour occuper la nouvelle chaire de mathématiquésecgrace a une donation de Henry
Lucas. En 1669 il céde sa place & un de ses ancienmétsidlevenu un jeune collégue trés
prometteur, Isaac Newton, pour se consacrer adiéétle la théologie. L'année suivante il est
nommeé par le roi Charles Il chapelain a Salisbpuys il retourne a Cambridge en 1673 a la
téte du Trinity College. Il décede lors d’'un voyagkondres en 1677.

Isaac Barrow est l'auteur d’une traduction @émentsd’Euclide en latin (1655) et en
anglais (1660) qui servira de référence pendardami siecle, il a également traduit en latin
les ceuvres d’Archiméde, les livres | a IV des caoegd’Apollonius et les sphériques de
Theodosius. Ses autres publications scientifiqoes ges compilations de ses cours lorsqu’il
occupait la chaire lucasienne. Les plus originala® lesLectiones Opticaet lesLectiones
Geometricaeparues respectivement en 1669 et 1670. Les leddDptique traitent de
problémes théoriques tels que la déterminationfalers des lentilles et surfaces sphériques

® Descartes RenéEuvres pub. par C. Adam et P. Tannery, Correspondanue tb Paris Vrin 1988, p 514.

® |l sagit de la proposition 6 dBeometriae Pars Universaligue I'on peut traduire & peu prés en ces termes :
Trouver une courbe dont la longueur soit avec l@bse dans le méme rapport que I'aire sous unehlmur
donnée avec un rectangle de hauteur donnée etstedmte méme abscisse

" La chaire lucasienne de mathématiques de |'uritéerde Cambridge fait toujours partie des postes
universitaires les plus prestigieux. Parmi seddiites, outre Isaac Barrow et Isaac Newton, on péat
Charles Babbage, George Gabriel Stokes, Paul C#taphen Hawking.



ou la construction de I'image d’'un objet aprésenéfbn ou réfraction. Elles ont certainement
influencé les recherches de Newton dans ce dorfiaine.

LESLECTIONESGEOMETRICAE

Les cours de géométrie de Barrow s’intéressentpaoprietés des courbes, ils forment le
traité le plus abouti sur le calcul des tangentedes aires de tous les travaux dii diécle
précédant le calcul différentiel. La pensée de ®@arest géométrique, il accorde peu
d’attention aux procédures analytiques car il estque I'algebre ne fait pas vraiment partie
des mathématiques. Pour donner une premiére idée ritthesse du contenu de ces legons
nous allons prendre trois exemples tirés des nodiét neuvieme legons.

La proposition 6 de la lecon VIl considére trasurbes XEM, YFN et ZGO (cf. figure
80) liées de telle sorte que, pour toute droite quelce EFG paralléle & une direction
donnée, le rapport EG/EF soit constant. Et elleraéf que si les tangentes aux courbes XEM
et ZGO respectivement aux points E et G se cougreiitalors la droite FT sera tangente en F
a la courbe YFN. Il est facile de déduire de cetiapriété le résultat usuel concernant la
dérivée du produit d’'une fonction par une constaihteuffit de considérer le cas particulier
ou la courbe XEM est I'axe des abscisses. D’audireé gn prenant le rapport EG/EF égal a 2
et en considérant la paralléle a I'axe des abstipagsant par le point de concours T des
tangentes, on obtient la dérivée de la demi soneraedx fonctions (cf. figure 80 bi).

g ™ Fig.80bis

- ]

La proposition 9 de la lecon VIII donne, exprier@termes de sous tangentes, un résultat
équivalent a la dérivée de I'inverse d’'une fonctiBans la figure 83, les courbes YFN et
XEM sont telles que le produit des ordonnées FIERtest toujours constant, alors si la
tangente en F a YFN coupe I'axe des abscisses atrleéStangentes en E a XEM coupe ce
méme axe en T, on a I'égalité des sous tangem@s= DS

P —
\

8 Dans la préface ddsectiones Opticadarrow remercie Newton pour son travail de révisith n'est pas
impossible que Newton ait joué le méme role positéztiones Geometricae

° Toutes les figures, & I'exception de la figureb§) de la Galande et de la figure du pb VIl desifins sont des
reproductions extraites des planches originaled.desones Geometricgsource gallica.bnf.fr/Bibliothéque
nationale de France]. Le lecteur peu habitué desestions de représentation de cette époque trauver
quelques explications en page 14 a propos deueefigj09.

19 Et par conséquent la dérivée de la somme de adewxions.

1 Supposons que les courbes YFN et XEM admettepeotizement pour équation y = f(x) et y = g(x) avec
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La proposition 5 de la legon IX donne, toujouxprémé en termes de sous tangentes, un
résultat équivalent a la dérivée du carré d’'unetion. Barrow indique que si deux courbes
EEE et FFF (fig.96) sont telles que les ordonné&esi® la premiére varient comme le carré
des ordonnées PF de la seconde et si la tangefteada seconde coupe I'axe des abscisses
en T et la tangente en E a la premiére coupe ceeméxe en S, alors les sous
tangentes vérifient la relation : TP = 2SP. Puigéhéralise au cas de la puissance nieme
d’une fonction.

La caractéristique la plus intéressante de toasnencés est évidemment leur généralité.
Il ne s'agit pas seulement d'expliquer commenterda tangente de telle ou telle codfbe
mais de donner un résultat valable pour toute anglle de courbes.

Paradoxalement le résultat le plus souvent cigd detiones Geometricagst sa méthode
analytique de détermination des tangentes utiligrtiangle différentiel que Barrow lui-
méme affirme avoir ajouté sur les conseils d’'un amappendice a la fin de la dixieme lecon.
La raison en est gu’elle est souvent considéréenmmprécurseur du calcul différentiel :

Ce mathématicien célebre [...] publia en 1669 seditees Geometricae, ouvrage
rempli de recherches profondes sur la dimensionlest propriétés des figures
curvilignes. Nous nous en tiendrons a cet élogar;mous ne pourrions, sans tomber
dans des détails prolixes, donner une idée pluldppée de ce livre savant. Il ne
falloit rien moins que les nouveaux calculs podaedr tant d'inventions excellentes.
Nous nous arréterons seulement a une, savoir shauétdes tangentes, a cause de sa
liaison avec le calcul différentiel ou des fluxidis

The Geometricae Lectiones are full of curious mashof determining the areas and
tangents of curves, many of which are very clogeipations of Newton’s methods.
The most noted of these is the method of drawingetats to curves, given in Lect. X.
Art. XIV. This method is justly held to be an apttion of the Differential Calculus,

and to approach very near to 1t

g(x) = k/f(x). On vérifie que g'(x) = gﬁ) = K x 1_ = K X (9
T f(X) -sb f(x f(x
2 Barrow traite également de nombreux exemples omaigme application de ses énoncés généraux.
3 Montucla J. EHistoire des Mathématiques Tome Secdatis an VII, Part. IV. Liv. VI. p 359.

1% The mathematical wortf Isaac Barrowedited by W. Whewell. Cambridge 1860, Prefacé.p.x
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Donnons ici une rapide description de cette méthquai repose, pour I'essentiel, sur les
mémes principes que celle de Fermat mais plusatgnt explicités. La démarche de Barrow
pour trouver la tangente en un point M de coordesr§; m) d’une courbe est la suivante : il
considere un point Ng(— e; m — 3 sur la courbe infiniment proche de M (figure 11B)
établit une équation qui traduit 'appartenancepdint N a la courbe dans laquelle il néglige
les puissances deet dee d’ordre supérieure a un (regle 1). Puis il substia sous tangente
PT =t a la place de NR eet MP =m a la place de MR 3, en arguant du fait que I'on peut
confondre un arc infiniment petit de la courbe anesegment de sa tangente (régle 3). Cette
substitution se justifie par le fait que les longise des cbtés du triangle TPM sont

proportionnelles a celles du triangle NRM. L’ég%lli{hlgzﬁ qui en découle, montre a

quel point Barrow a approché le calcul différentmlisque traduite en termes actuels elle se

lit : le coefficient directeur de la tangente erebt égal aj_y .

4

118

/ | 1
A T 29 X =z
Pour illustrer la méthode de Barrow nous allonseeg@re son troisieme exemple : le calcul

de la tangente & la galari@eNous suivrons ses calculs en y ajoutant quelqaesmentaires
explicatifs.

La droite AZ est donnée ainsi que la longueur dymsnt AX (cf figure 118). La courbe
AMO est telle que, si d’'un point M quelconque oace MP perpendiculaire a AZ, alors
AP® + PM® = AXXAPXPM. Posons AX =h, AP =x et AQ =x — e; de méme PM z et
QN=y-a *

Rejetant les termes superflus comme indiqué dgaregle 1, il vient :
AQ =x -3¢ ; ON°=y*-32a et AQQN =xy — ey — ax
D’ou I'on tire I'équation (puisque N appartientsacourbe AMO) :
xC — e +y* - 3y?2a =bxy — bey — bax

!5 | a galande est plus connue sous le nom de foliueakeartes. Celui-ci la proposa pour la premiéie o
1638 dans une lettre a Mersenne en la présentanmeoun exemple de courbe dont les tangentes ne
pouvaient pas étre déterminées par la méthode dwaEeaffirmation hative que Fermat ne tarda pas a
réfuter. Roberval qui avait déterminé la forme a@éartie de la courbe situé dans le premier quadlieamait
appelé pour cela galand, ce qui signifiait nceuclian.

'8 pour faciliter la lecture, nous avons légéremeadifié les notations de Barrow qui utilise f & lage de x et
m a la place de y.
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Aprés avoir éliminé les termes égaxix+ y* et bxy comme indiqué dans la régle'2il
vient : bax— 3y2a = 3x%e —bey

Et en remplacard pary ete part = PT (régle 3) on obtient :

bxy- 3y°

bxy— =3t -b soitt = )
y—3/° vt 3 by

La Galande

Il est temps maintenant de nous intéresser augh@nfondamental qui fait I'objet de la
proposition 11 de la dixieme lecon. Celle-ci estpau perdue parmi d’autres propositions
traitant de problémes de tangentes, cependantngportance n'a pas échappé a son auteur
ainsi que le prouve le paragraphe qui lui serttcbisuction :

J'avais pensé insérer ici plusieurs propositionsceéte sorté®, mais je juge que ceci
suffit pour indiquer la maniere d’apres laquelleeit possible, sans I'inconvénient du
Calcul, de rechercher les tangentes aux courbesneméme temps de démontrer les
constructions'. J'ajouterai cependant un ou deux théorémes dosi@u’on le verra,
sont tout & fait généraux et ne peuvent étre néglfj

Le raisonnement suivi par Barrow est purement gdogque a la maniére des
mathématiciens grecs et s’appuie sur la définigiodidienne de la tangente, droite dont tous
les points sont situés du méme coté de la courdna. €h faciliter la présentation nous avons
découpé le texte en trois parties. Le texte origindatin se trouve a la fin de cet article.

" Larégle 2 consiste & éliminer les termes égaaison de la relation caractéristique de lalwaur

'8 Barrow vient de donner dans le début de la lecoplusieurs résultats concernant la détermination de
tangentes a certaines courbes dont la définitibmntzrvenir une longueur d’arc.

19 Cette phrase ne laisse aucune ambiguité quarpré&iérence de Barrow pour les méthodes géomésiqu

% Barrow Isaaclectiones Geometricagéondres, J. Dunmore, 1670, p78.
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L APROPOSITION 11 DE LALECON X
PREMIERE PARTIE: L'ENONCE

XI. Soit une courbe ZGE dont I'axe est VD ; nougpssons en premier lieu que les
perpendiculaires (VZ, PG, DE) appliquées a celleemissent de maniere continue
quelconqgue depuis la valeur initiale VZ (fig.10%pjt de méme la courbe VIF telle que,
une droite quelconque EDF ayant été tracée perpertairement a VD (coupant les
courbes aux points E, F, [et] VD elle-méme en B)rdctangle [construit] a partir de
DF et d’'une certaine [longueur] R donnée soit taup égal a I'espace correspondant
délimité par VDEZ ; en outre soit DE : DF = R : DBt que la droite TF soit tracée,
celle-ci touche la courbe VIE!

Ik

\Km

Remarquons que conformément a l'usage de I'épegué I'axe des abscisses est
représenté. Les quantités variables étudiées smsitiyes et peuvent étre représentées de
chaque c6té de I'aXe. La situation est habilement représentée par deurbes , la premiére
est tracée en dessous de l'axe des abscisses ¥&rdade qui représente la fonction donnant
I'aire sous la courbe de la premiére est tracédessus de I'axe des abscisses, il faut donc
imaginer deux demi-axes des ordonnées, l'un du@é le haut pour la courbe VIF, l'autre
dirigé vers le bas pour la courbe ZGE. Barrow restaché au respect de I'homogénéité des
grandeurs, ainsi l'aire VDEZ est égale au prodes tbngueurs DF et R que l'on peut
considérer comme l'unité si I'on souhaite retroudes résultats familiers. La présence en
double sur la figure des points I, K, L, P et Gkplegue par le fait que Barrow doit distinguer
deux cas de figure dans sa démonstration.

21 i
ibidem
22 0On ne parle pas encore de fonction, cette no#odaviendra centrale qu'a partir d'Euler.
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Barrow va donc montrer que la droite passant pauiFa pour coefficient directeur DE/R
est tangente (ou touchante suivant I'usage dusiEtle) a la courbe VIF, ce qui est bien le
résultat attendu.

DEUXIEME PARTIE: LA PREUVE

En effet que soit pris un point quelconque | sucdarbe VIF (celui-ci d’abord avant le
point F, du c6té du [point] initial V) et que soietmacées par celui-ci les droites 1G
paralléle a VZ et KL paralléle a VD (qui coupens lepurbes représentées comme on le
LF _ ( DF _j DE

= = 2
LK DT R

voit) alors 3 et par conséquent LFR = LK xDE.

D’autre part (d'apres la nature attribuée a ces dmes) LFxR est égal a I'espace
PDGE?, donc LKxDE = PDEG < DPxDE?°. D'oul LK < DP ; ou LK < LI.

Inversement que le point | soit pris quelconquegade point F, et que les points
restants soient comme auparavant ; il sera maimer@abli trés clairement par un
discours semblable que LK DE = PDEG > DP x DE, d’'ou on aura maintenant
LK > DP, ou LI.*°

De ceci il est évident que la droite TKFK touteiéngt est située a l'intérieur (ou a
I'extérieur) de la courbe VIFE’

C’est donc tres clairement la définition euclidiende la tangente a une courbe qui est
invoquée dans cette démonstration.

TROISIEME PARTIE: CAS DES ORDONNEES DECROISSANTES

Les mémes choses étant posées pour tout le rests, ardonnées VZ, PG, DE, etc.
décroissent continment, le méme raisonnement dodndlu méme conclusion ; la seule
différence, c'est que dans ce cas (contrairemenp@cedent) la courbe VIF a sa
concavité tourner vers l'axe VB

Corol. On remarquera que DEDT est égal a I'espace VDEZ.

28 La premiére égalité provient de la similitude téengles FLK et FDT. La seconde est une consémpda la
définition du point T donnée dans la partie énoncé.

#LF xR = (DF — PIx R =Aire (VDEZ) - Aire (VPGZ) =Aire (PDEG).

% Car les ordonnées des points de la courbe ZGEcsoissantes.

% Dans ce cas de figure on a: kIR = (IP — DF)x R = Aire (VPGZ) - Aire (VDEZ) = Aire (PDEG) et
Aivre (PDEG) > PDx DE (car les ordonnées sont croissantes) d'ouxII¥ > DPx DE ie LK > LI

" Barrow IsaacLectiones Geometrica¢ondres, J. Dunmore, 1670, p78.
28 ¢f. figure 110
2% ibidem
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Pour illustrer le cas des ordonnées décroissdatéigure (n°110) utilisée pour représenter
la courbe ZEG est inchangée mais on la parcoutt dioite vers la gauche. A noter que
Barrow met en évidence le lien entre la concavitdadcourbe VIF et le sens de variation de
la quantité DE (qui est proportionnelle au coeéfiti directeur de la tangente). Le corollaire
est immédiat, son intérét apparaitra dans la piposuivante dont nous parlerons un peu
plus loin.

On ne peut gqu’étre admiratif devant la simplicigs moyens mis en ceuvre par Barrow
dans la démonstration du théoréme fondamental.cAramoment il n'a besoin des nouvelles
méthodes de calcul des tangentes de son époquestlalors pas immédiat de déduire de sa
proposition que les quadratures peuvent étre @dsupar recherche de primitives et c’est
sans doute la raison pour laquelle cette proposii® sera pas reprise par la suite sous cette
forme. D’ailleurs dans la proposition 19 de la lke¢gdl Barrow prend la peine de démontrer

b
un résultat équivalentfl f (t)dt = F(b) lorsqueF’ = f etF(a) = 0 en utilisant d’autres outils :

son triangle différentiel et sa propre méthode adgature’®

Il est intéressant de regarder rapidement ce quieit le théoreme fondamental chez son
successeur Isaac Newton. Dansnsgthode des fluxionglont la rédaction est achevée en
1671) celui-ci préfére a I'élégante démonstratiéorgétrique de Barrow, une interprétation
cinématique qui montre une fois encore l'efficadtélangage des fluxions dans la mise en
évidence d’une propriété.

Probleme VII : Trouver autant de courbes que l'on voudra dont &®es soient
exprimées par des équations finies.

I. Au sommet A de I'abscisse AB d’une courbe,&eitée la perpendiculaire ACE &
soit CE parallele & AB ; soit aussi DB une ordonpéependiculaire qui rencontre CE
en E, & la courbe AD en [xf. figure ci-dessus)concevez que les aires ACEB & ADB
sont produites par le mouvement des droites BD &I®8HEong de la ligne AB ; les

% La méthode de quadrature de Barrow consiste @iri@sntre la courbe et son axe des rectangleebre
illimité et & affirmer que l'aire sous la courbédféiie de la somme des aires des rectangles dypptitdegré
possible (« minime »)

16



augmentations de ces aires ou leurs fluxions setmujpurs comme ces lignes BD &
BE 3% ainsi le parallélogramme ACEB ou ABL = x, & l'aire de la courbe ADB =z ;
les fluxionsx & 2 seront comme BE & BD ; de sorte que faisant X = BE, 2
sera = BD.

II. Si donc on prend une équation quelconque patemniner la relation de x & de z,
on en tirera la valeur de&, & I'on aura ainsi deux équations, dont 'une déténera la
courbe & l'autre son aire®

Et Newton utilisera exactement la méme explicapounr justifier quda Résolution de ce
Probléme (Trouver I'Aire d’'une Courbe proposée goaljue) dépend de celle du Prob. 2. ou
par la Relation donnée des Fluxions, on trouveecedis Fluentes$®

UNE APPLICATION DE LA PROPOSITIONL1

A la suite de la proposition 11, Isaac Barrow esguon théoréme relatif & une propriété de
la normale & une courbe.

XIl. De la se déduit ce théoreme : soient deuxegyfcourbes) quelconques ZGE, VKF
(fig.111) liées de telle facon que, une droite qoetiue EDF étant appliquée a leur axe
commun VD, le carré de DF soit toujours égal auldewe I'espace VDEZ ; d’autre
part que DQ soit pris égal a DE, et que la droit€ Fsoit tracée ; celle-ci sera
perpendiculaire & la courbe VKP*

Cet énoncé mérite quelgues explications. Suppospes les courbes VKF et ZGE
admettent respectivement pour équatipn= f(x) et y = g(X) avec par hypothése

f2(x) = ZJ.g(t)dt, alors d’'apres le théoreme fondamentalx) x f (x) = g(x). Or le produit
0

%1 pendant un intervalle de temps indéfiniment pgtijuand I'absciss& = AB augmente d’'une quantitdO ,

l'aire du parallélogramme ABEC augmente @ x BE ou X0 et 'aire sous la courbe ADB di&0 x BD.

%2 Newton IsaacLa méthode des fluxions et des suites infitr@sluit par M. de Buffon. Paris 1740, Pb VII,.art
1 & 2 (réed. Blanchard, Paris 1994, p 86).

#ibidem Pb IX, art.1 (p.93).

% Barrow IsaacLectiones Geometricakondres, J. Dunmore, 1670, p78.
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f'(x)x f(x)est égal a la longueur (algébrique) de la sous alermie la courbe VKF, d’'ou

I'égalité DQ = DE. De plus comme cette propriétéaaie pour tout point F de la courbe
VKF, I'espace VDEZ représente l'intégrale priserentes abscisses de V et de D de la
fonction qui donne la sous normale ; on peut ali@duire de ce théoreme que cette intégrale
est égale a la moitié de FD2 (qui est le carréaddnnée du point D). En fait ce deuxieme
enoncé fait I'objet de la proposition 1 de la leggh que Barrow établira de maniére
indépendante grace a son triangle différentielaetngthode de quadrature. Mais prenons le
temps d’apprécier la démonstration de la propositid dans laquelle Barrow va faire appel a
guelques résultats antérieurs que nous avons cités.

Celui-ci introduit une troisieme courbe VIF (dopassant par les points V et F) et dont les
ordonnées varient comme les carrés des ordonnéks amirbe VKF. Ce qui revient pour

f

2
FE)X) ). D’autre part il introduit les points T et

S sur l'axe VD tels que la droite FT soit tangesneF a VIF et la droite FS soit tangente en F
a VKF. D’apreés la proposition 5 de la lecon IX, S2TD. Mais les ordonnées de la courbe
VIF varient comme l'espace VDEZ donc, d’aprés lerotlaire de la proposition 11,
DExDT = VDEZ. On en déduit immédiatement que X3P = ( 2VDEZ =) FD2 D'ou
DQxSD = FD?; ce qui suffit pour établir que 'angl&® est droit.

nous a dire qu’elle admet pour équation=

Il est intéressant de noter que ce probleme fedata sous normale va étre repris par
Gottfried Wilhelm Leibniz dans son articlée geometria recondita et analysi indivisibilium
atque infinitorumparu en juin 1686 dans le but de montrer I'effitade son nouveau calcul
différentiel dans la résolution du probléme invealss tangentes. Le passage cité répond a un
article de John Craig qui a cherché a utiliserdiewd de Leibniz pour résoudre un théoréme
de Barrow dans lequel on peut reconnaitre la pitposXl.1 * . Il est célébre pour ce que
Leibniz y dit de la réciprocité des opératelumstd.

Dans le probleme cité, voici comment je procédeit s I'ordonnée, y l'abscisse, p la
distance que jaie définie, entre la perpendicutait I'ordonnée ; ma méthode montre
d’emblée qu’on aura : pdy = xdx, ce que M. Craidpian su en déduire ; une fois cette

équation différentielle convertie en équation somnice, il vient J.pdyzjxdx. Mais
R o . . . 1
d’apres ce que j'ai montré dans ma méthode desetateg, on voit quel(E xX) = xdx, et

donc inversemen%xxzj.xdx (car a 'exemple des puissances et des racines dan

calcul ordinaire, dans mon calcul, sommes et diffiées, c'est-a-dire/ et d sont

réciproques). Nous avons do!fqody:%xx, ce qu'il fallait démontrer®

% \oici la formulation donnée par Leibnizla somme des distances entre I'ordonnée et les alesma une
courbe, mesurées sur I'axe et appliquées sur ktiégale a la moitié de la derniére coordonnée aué
[ibid. note suivante]

36 | eibniz G. W.Naissance du calcul différentje?6 articles des Acta eruditoryrirad. par Marc Parmentier.
Paris, J.Vrin, 1995, p.137 & 138.
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Pour conclure Isaac Barrow était sans nul doutinuconnaisseur des nouvelles méthodes
de calcul de ses contemporains ainsi que des cedeesnciens géomeétres grecs et ses
Lectiones Geometricaeous apparaissent comme une des derniéres testgtur concilier
la rigueur de la pensée mathématique grecque féitdeité du calcul infinitésimal. Sans
aller jusqu’a affirmer comme James Mark Child qusaac Barrow was the first inventor of
the Infinitesimal Calculus®® cet auteur d'une traduction en anglais desctiones
Geometricaeétant sans doute emporté par I'enthousiasme régiBprouvé pour son sujet
d’étude, il nous faut reconnaitre que l'ceuvre mathtigue de Barrow mériterait d’'étre
réexaminée.
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LEB

‘Lect X
. ‘Hujulmodi plara quzdam cogitaram hicinferere ; veriim hac ex-
iftimo fufficere fubindicando modo, joxta quetn, cicea Calenli'moleffi-

ams, cArvarm tangentes exquirere licet, unaque conftru&tiones de-

~-monftrare. Subjiciam tamen unum aut alterumnon afpernanda, ut vi-

Fig. 109,

Iigt 110,

«detur Theoremata perquam generalia,

XI. SitlineaquepiamZ GE, cojus axis VD, ad quam impri-
mis applicata: perpendiculares (V Z, PG, DE) ab initio VZ con-
rinué ntcunque crefcant ; fit item linea V I F talis, -ur dut quicung,
re@ti ED Fad V D perpendiculari (qua ewrvar fecet C‘{gun&is E, I,
ipamV Din D) ficfemper relangulamex D F, & defignatd qui-
«dam R =quale [patio relpectivé intercepis VD EZ ; fiat aurem DE.
DF::R.DT; & conne®atur refta TF, hec curvam V IF
continget. SR

‘Sumartur enim in linea V I F pun&tum quodpiam I (illud primo fu-
pra-punétum F, verfus initium V) & per hoc ducanturreftz 1G ad
VZ, ac K Lad VD parallele (qua lineas expofitas fecent, utvidés)
eftquernm LEF . LK:: (DF.DT::) DE.R; adedque L F x
R=LKxDE. Eftauem (ex praftirara linearum iftarom natura)

L F x Raquale fpatio PDEG, ergo LKx DE—=PDEG =2

Fig. 111,

DP xDE., Undeeft LK=2DP, velLK=—LIL. - -

Rurfis accipiatur ?updvis punétum I, infra pan@um F, fe]iqui ;
fiane, uti privs ; fimilique jam plané difcurfo conflabit fore L K x D
—=PDEGcDPxDE,undejamerit LKc=DP, vel LI. E

.-quibus liquido paret rotam reétam T KF Kintrd (fenextra) curvam

v 1 F 1 exiftere. - .
lifdem quoad czetera pofitis, fiordinate VZ, PG, D E, dre. con-

tinué decrefcant, eadem conclulio fimili ratiocinio colligetur., uni-

cam obvenit Diferimen, quodin hoccala  (contra quam in priore)
linea V 1 F concavas fuas axi V B obvertat. .
Corol. Notetar DE x D T 2quarifpatioV D EZ,

XIL Exindé deducitur hoc Theoremsa: Sint duz linee queevis
Z GE, VK F wrelatz, ut ad communem iplarum axem V D ap-
plicatd guivisrecti EDF, fit femper quadratum ex D E- zquale du-
plo [parso V D E L, fumaror autem D Q = D E, & connetarur F Q ;
hare corve V K F perpendicularis eri. '

Concipiatur enim linea V I F, per F tranliens, ralis qualem mox
atriginws (cujus filicetad VD agplimtaf fe habeant ut fpatia VDEZ,
hoc eft ut quadrata eX applicatis a curva V K F in praefeate hypothefi )

. - - lineamque
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