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EDITORIAL

Le groupe histoire des mathématiques de 'IREM de
REIMS vous présente le n° 2 de ses MISCELLANEES.

Vous y trouverez des activités & proposer 3 vos €léves
concernant les logarithmes.

Vous y verrez comment Cardan manipulait les quantités
imaginaires.

Quant & la société des mathématiciens, vous y lirez
combien on n’y hésite pas & critiquer les travaux des confréres.
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Niels Henrick ABEL

Niels Henrick ABEL naquit & Findoé en Norvége, le 5 aofit 1802, et mourut a
Arendal, le 6 avril 1829, & ’age de vingt-six ans.

1l entra en novembre 1815 a I’école de Christiana, od il eut en 1818 Holmboe comme
professeur de mathématiques. Rapidement Abel fit preuve de dispositions particuliéres pour les
mathématiques. Dés 1820 il composa un premier mémoire puis s’engagea aussitdt dans I'étude
des équations résolubles par radicaux et montra I’impossibilité d’une telle résolution dans le cas
du cinquiéme degré ;. ses recherches portérent aussi sur la théorie des fonctions elliptiques, en
particulier sur I'étude de I'intégrale suivante :

' dt

k Ja-t)a-k3?)
On lui doit également des résultats concernant les critéres de convergence des séries.

La lettre qui suit est extraite des ocuvres d’Abel éditées par Sylow et Lie 4 Christiana
en 1891, elle donne des portraits, quelque peu savoureux, de quelques mathématiciens frangais
de la premiére moitié du 19éme siécle.

Lettre d’Abel 2 Holmboe

Paris, le 24 octobre 1826

Comme il me tarde d’avoir de tes nouvelles ! tu ne saurais t’en faire idée. Ainsi donc
ne va pas me tromper dans mon attente, fais-moi parvenir quelques lignes consolatrices dans
I'isolement ol je me trouve ; car, & te dire vrai, cette capitale la plus bruyante du continent me
fait pour le moment I’effet d’un désert. Je ne connais presque personne ; c’est que pendant la
belle saison tout le monde est 4 la campagne ;ainsi ce monde n’est pas visible. Jusqu’a présent
je n’ai fait connaissance qu’avec MM. Legendre, Cauchy et Hachette, et quelques
mathématiciens moins célébres quoique fort habiles : M. Saigey, rédacteur du bulletin des
Sciences, et M. Lejeune-Dirichlet, Prussien qui vint me voir I’autre jour me croyant son
compatriote. C’est un mathématicien d’une grande pénétration. Il a prouvé avec M. Legendre
I'impossibilité de résoudre en nombres entiers I'équation x*+y* = 2’, et d’autres fort belles
choses. Legendre est d’une complaisance extréme, mais malheureusement fort vieux. Cauchy
est fou, et avec lui il n’y a pas moyen de s’entendre, bien que pour le moment il soit celui qui
sait comment les mathématiques doivent étre traitées. Ce qu’il fait est excellent, mais trés
brouillé. D*abord je n'y compris presque rien ; maintenant j’y vois plus clair. Il fait publier une
série de mémoires sous titre d’Exercices de mathématiques. Je les achéte et les lis
assiddment. Tl en & paru 9 livraisons depuis le commencement de cette année. Cauchy est &
présent le seul qui s’occupe des mathématiques pures. Poisson, Fourier, Ampére etc.
s’occupent exclusivement du magnétisme et d’autres sujets physiques. M. Laplace n’éerit plus
rien, je pense. Son dernier ouvrage fut un supplément & sa Théorie des probabilités. Je Iai
souvent vu & PInstitut. C’est un petit homme trés gaillard. Poisson est un petit monsieur ; il
sait se comporter avec beaucoup de dignité ; M. Fourier de méme. Lacroix est bien vieux. M.
Hachette va me présenter & plusieurs de ces messieurs.

Les Francais sont beaucoup plus réservés avec les étrangers que les Allemands. Il est
fort difficile de gagner leur intimité, et je n’ose pousser mes prétentions jusque 13 ; enfin tout



commengant a bien de la peine 2 se faire remarquer ici. Je viens de finir un grand traité sur une
certaine classe de fonctions transcendantes pour le présenter 4 'Institut, ce qui aura lieu lundi
prochain. Je I’ai montré 4 M. Cauchy, mais il daigna & peine y jeter les yeux. Et j"ose dire, sans
me vanter, que c’est un bon travail. Je suis curieux d’entendre I’opinion de I’Institut la-dessus.
Je ne manquerai pas de t’en faire part. Jai écrit plusieurs autres mémoires surtout pour le
journal de M.Crelle, dont 3 livraisons ont paru ; de méme pour les annales de M. Gergonne.
Un extrait de mon mémoire sur I’impossibilité de résoudre les équations algébriques a été
inséré dans le bulletin de M. Férussac. Je 'ai fait moi-méme. J'ai fait et je ferai d’autres
articles pour ce bulletin. C’est un travail bien ennuyeux quand on n’a pas écrit le traité soi-
méme, mais enfin, c’est pour M. Crelle, 'homme le plus honnéte du monde. J'entretiens avec
lui une correspondance soutenue. Je travaille en ce moment & le théorie des équations, mon
théme favori, et me voil enfin parvenu i trouver le moyen de résoudre le probléme général
que voici : Déterminer ia forme de toutes les équations algébriques qui peuvent étre
résolues algébriquement. Y’en ai trouvé un nombre infini du 5*, 6"™ et 7™ degré qu’on n’a
pas flairé jusqu’a présent. J'ai en méme temps la solution la plus directe des équations des 4
premiers degrés, avec la raison évidente pourquoi celles-ci sont les seules résolubles et non pas
Jes autres. Quant aux équations du 5™ degré j’ai trouvé que quand une telle équation est
résoluble algébriquement, il faut que la racine ait la forme suivante :

x=A+¥R+¥R +I¥R"+ ¥R,

od R, R’, R, R’" sont les 4 racines d’une équation du 4" degré qui sont exprimables par des
racines carrées seules. Pour les expressions et les signes, ce probléme m’a fait bien des
difficultés. En outre je m’occupe des quantités imaginaires, ol il reste encore beaucoup a faire ;
puis du calcul intégral, et surtout de la théorie des séries infinies, si mal basée jusqu’ici.
Cependant je ne puis m’attendre & en voir un résultat satisfaisant avant d’étre installé chez moi,
si cela se réalise jamais. Je regrette d’avoir fixé deux ans pour mes voyages, un an et demi
aurait suffi. J’ai le mal du pays, et dés & présent mon séjour & I'étranger, ici ou ailleurs, ne
m’offre plus tant d’avantages qu’on croirait. Je suis maintenant au fait de tout ce que les
mathématiques pures offrent de plus ou moins essentiel, et il me tarde seulement de pouvoir
consacrer mon temps exclusivement & rédiger ce que j’ai recueilli. Il me reste tant de choses a
faire, mais tant que je serai en pays étranger, tout cela va assez mal. Si j’avais mon professorat
comme M. Keilhau a le sien | Ma position n’est pas assurée, il est vrai, mais je n’en suis pas
en peine ; si la fortune m’abandonne d’une part elle me sourira peut-étre de I’autre.



L'arithmétique, je I'ai étudiée tout
entiére, ainsi que les chapitres de ce
qu'on appelle l'algébre et toutes les
propriétés des nombres, surtout de
ceux qui ont un rapport de similitude
entre eux; jai donné de mes
découvertes et de ce qui était connu
avant moi, un exposé aisé ou
admirable, ou les deux ensemble. En
géométrie, j'ai traité de la proportion
obscure et réciproque des quantités
infinies avec les finies, et de la
réduction en quantités finies, quoique
cette méthode ait déja été découverte
par Archiméde.

J.Cardan, Ma Vie, 1991 Editions Belin

Jérome CARDAN
Algébriste Italien du 166me siécle

Quant & l'astrologie divinatrice, je I'ai
pratiquée, plus que je n'aurai di et jly
ai ajouté foi 4 mes dépens.
L'astrologie naturelle ne me fut
d'aucun usage ; j'en ai regu les
premiéres notions il y a trois ans, c'est
4 dire 2 soixante et onze ans. Je suis
trés versé dans la géométrie,
l'arithmétique, la médecine théorique
et pratique, plus encore dans la
dialectique, la magie blanche, qui
étudie les propriétés des corps et des
choses semblables, comme par
exemple le fait que I'ambre renforce la
chaleur naturelle, et pourquoi.

J.Cardan, Ma Vie, 1991 Editions Belin






JEROME CARDAN

Né d'un pére juriste et mathématicien en 1501 & PAVIE en Italie, JEROME
CARDAN est I'une de ces extraordinaires personnalités comme la Renaissance sut
en produire : il est d'une prodigieuse étendue d'esprit, a pratiqué toutes les sciences
et les a toutes perfectionnées; il est philosophe, médecin, mathématicien,
physicien, mécanicien (on lui doit le cardan utilisé dans la direction des
automobiles) il est également astrologue et méme magicien: la science moderne est
en gestation dans ce 166Me siécle et les frontiéres entre toutes ces disciplines
restent floues voire inexistantes.

JEROME CARDAN, mathématicien, est cité aujourdhui & l'occasion des
formules donnant une des racines de I'équation du 3¢M€ degré, elles furent a
l'origine d'une querelle fameuse avec son compatriote Nicolo Tartaglia, querelle de
priorité de publication dans laquelle, d'ailleurs, il ne joua pas le plus beau role ;
néanmoins, et ce n'est pas la moindre contradiction dun personnage & la fois
.orgueilleux et génial, il fut un mathématicien subtil et inventif : on lui doit & juste
titre un certain nombre de découvertes quiil publia en 1545, avec les célébres
formules, dans un ouvrage intitulé ARS MAGNA (ce qui signifie LE GRAND
ART, nom qui désignait & I'époque l'aigdbre); il y reconnait la multiplicité des
racines des équations : phénoméne qui avait déja auparavant été remarqué sur
quelques équations du 20d degré particulidres, mais Jérome Cardan fut le premier
en Occident a tenir compte des racines négatives qu'on avait toujours évitées et il
constata la généralité de cette propriété. Les nombres complexes apparaissent pour
la premiére fois dans 'ARS MAGNA (vous le verrez vous-méme dans le texte
proposé) et il opére sur ceux-ci avec exactitude. On lui doit aussi plusieurs
relations qui lient les racines aux coefficients de I'équation : "toute équation du
3¢me degré est divisible par l'inconnue diminuée de la racine ; le coefficient du
second terme est égal & la somme des racines avec le signe changé". Pour illustrer
le rapide portrait de cet étonnant personnage voici un...

TEXTE DE J.CARDAN

L'extrait proposé ici est le chapitre 37 de 'ARS MAGNA. Cet ouvrage se
trouve inclus dans les oeuvres complétes de CARDAN dont les 10 gros volumes
en latin se trouvent & la Bibliothéque Municipale de Reims ; nous en profitons pour
adresser nos plus vifs remerciements 4 Mme Le Conservateur et & Mme Le
Conservateur Adjoint qui nous ont permis de photographier cet ouvrage.

Nous avons choisi le chapitre 37 parce qu’on y trouve d'abord des problemes
dont les solutions sont des nombres négatifs, fait banal dira-t-on mais trés nouveau
a l'époque, et ensuite, c'est 13, lintérét principal de ce chapitre, les premiers
nombres complexes de l'histoire.



COMMENT ECRIVAIT-ON L'ALGEBRE SOUS LA RENAISSANCE

Jusqu'au 15éme  giacle lalgébre était entiérement littéraire, en effet, les
calculs, les formules et les égalités étaient écrits en toutes lettres ; dans les
équations l'inconnue était désignée en général par le mot chose (le terme provient
des algébristes Arabes) ce qui donnait res en Latin, cosa en Italien et coss en
Allemand.

A partir de la seconde moitié du 15éme gigcle, on assiste en Occident & un
essor assez général de l'algébre dont 'école Italienne en est le plus bel exemple.
L'évolution des recherches améne chaque mathématicien & créer et utiliser des
notations propres : elles ne sont pas vraiment pratiques, mais on les trouve &
I’origine des notres; elles seront appelées notations cossiques du nom de l'inconnue
qui comme on I'a dit plus haut était désignée par coss en Allemand. Jérome Cardan
se conforme  cette régle et son texte est émaillé de symboles cossiques :

m  pour moins

P  pour plus

R  pour Racine carrée

Pos pour Position c'est un autre nom

pour l'inconnue

carrépour linconnue ou la chose élevée au carré

cube pour l'inconnue ou la chose élevée au cube.
1l n'utilise aucun signe d'égalité ni de parenthése, néanmoins ces derniéres existent
sous la forme suivante :

R.wv.25.m40 pour +/(25-40)

Rv. se lisant Racine universelle ol le mot universelle ‘met en
« parenthése » ce qui suit.

Jérdme Cardan n’est pas le premier & utiliser des nombres négatifs en
occident on peut citer N. Chuquet au 15éme. Mais ils apparaissent un peu
fortuitement dans les calculs et on ne les utilise pas systématiquement comme les
quantités positives. On remarquera que Cardan les utilise avec précaution et essaie
& chaque fois de les transformer par un changement de variable x ~» -X en une
quantité positive. Ces quantité négatives ne lui inspirent pas confiance, il les appelle
d’ailleurs « fausse », en effet géométriquement en terme de distance elles ne
correspondent 4 rien, néanmoins dans un de ses problémes il les interpréte
correctement en terme de « débit ».

Voici le texte du chapitre 37 de 'ARS MAGNA. 1l s'agit d'une traduction
libre et d’une mise en page personnelle du passage correspondant de l'original en
Latin.



CHAPITRE XXXVII

régle posant une fausse quantité
REGLEI

Cette régle est triple, en effet, soit elle pose m, soit elle cherche R m, soit elle cherche ce qui
n'existe pas.

D’abord nous recherchons les solutions des questions, que P ne permet pas de
déterminer comme une chose vraie ; par exemple, si on dit : '

un carré est égal & 4 choses p 32
et, si dans une recherche identique,

un carré est égal a 1. chose P 20
alors si I’on veut obtenir la valeur vraie, dans la premiére question, on trouve que la chose est
8, et dans la seconde 5, mais si tu dis par refournement,

un carré P 4 choses est égal 4 32
la chose sera 4. et sera encore vraic dans

un carré plus une chose égales i 20
ainsi donc : si 4 P sert & ces questions, donc 4 in! est la valeur pour

1 carré égal & 4 choses 32 et pour 1 carré égal & 1 chose P20

pour cette raison tu refourneras les equations, comme nous avons dit dans le premier
chapitre, et si 'issue en est impossible, dans l'un et l'autre chapitre, la question est fausse par p
et par m, et si c'est vrai par P dans l'un, ce sera par m dans l'autre, et telle est la nature de cette
question.

QUESTIONI

La dot de la femme de Francois est de 100 pidces d’or de plus que le pécule de
Francois et la dot de sa femme multipliée par elle-méme est de 400 piéces d’or de plus que le
pécule de Frangois multiplié par lui-méme, on cherche la dot et le pécule.

Nous supposerons que Frangois posséde une chose m donc que la dot de sa femme
est de

100 pidces d’or i 1 chose
multiplie les parts par elles-mémes, il viendra

1 carré pour I'une et 10000 { 1 chose au carré ifi 200 positions pour I'autre,
la différence de ces parts est de 400 piéces d’or, donc

1 carré P 400 p 200 positions sont égales 3 10000 p 1 chose au carré
rejette les quantités communes, tu auras

9600 égal a 200 positions.

Donc la chose est 48 et il posséde autant en m, c’est & dire de débit, et la dot sera ce
qui reste jusqu’a 100, évidemment 52. Donc Frangois a eu 48 piéces d’or de débit, sans aucun
capital ou pécule et la dot de sa femme fut de 52 piéces d’or et en opérant autrement tu serais
parvenu & des questions trés difficiles voire inextricables. Telle est encore la nature de cette
question.

15 comme on I'a dit, représentc le signe « - » actuel, Cardan utilise ce « ffi » indistinctement avant ou aprés le
nombre qu'il qualifie.



QUESTION I

Jai 12 piéces d’or de plus que Francois et le cube des miennes est de 1161 de plus
que le cube de celle de Frangois. posons 1 chose i pour Frangois, moi j’ai 12 pidces m 1
position, éléve au cube les parties, elle deviendront
1 cube m pour I'une
1728 { 36 choses au carré m 432 choses i 1 chose au cube pour I'autre
la différence de ces parts est 1161 donc
1 cube i1 422 choses p 1161 sera égale 4 1728 p 36 choses au carré m 1 choses
au cube,
rejette i 1 cube et 1161 de chacune des parts, elles deviendront
432 choses égales 4 36 choses au carré p 567
¢’est pourquoi

1 carré p 15% est égal & 12 choses,
donc la chose est 1%, c’est 4 dire, ce que Frangois posséde en moins, et moi j’ai

10% , tels sont les quantités de piéces d’or cherchés.

QUESTION III

Et de la méme fagon si je dis encore, j’ai douze piéces d’or de plus que Frangois, et le
carré des miennes est 128 de plus que le cube des pidces d’or de Frangois, nous donnerons
i 1 chose & Francois quant & moi j’ai 12 piéces d’or m 1 chose, et le carré des miennes sera

144 p 1 chose carré m 24 choses
et ceci est égal &

fi1  chose au cube p 128
donc

16 P 1 chose au carré p 1 chose au cube est égal & 24 choses.

Et la chose sera 4 m et Frangois aura autant de débit, quant & moi 8 piéces d’or de pécule.

REGLE II

Le second genre de fausse position & lieu par la racine m. J’en donnerai un exemple, si
on dit, divise 10 en deux parties, de telle sorte que le produit de I'une par ’autre donne 30 ou
40, il est évident que I'issue ou question est impossible, cependant nous la traiterons, nous
diviserons 10 en deux parties égales, il viendra la moitié, 5, multiplie la par elle-méme, il vient
25, retranche de 25 ce qui doit étre précisement produit, comme 40 ; ainsi que je te I’ai
enseigné dans le petit chapitre des opérations dans le quatriéme livre, il sera produit un reste de
fii 15, dont la R ajoutée puis soustraite de 5 fait apparaitre les parties, qui mutuellement
multipliées produisent 40, elles seront donc

5pRm 15et Sni Rm 15.

10



DEMONSTRATION

" Afin d’accéder & une véritable compréhension
de la régle, soit la ligne AB, de longueur fixée égale 4
10, que I’on veut diviser en deux parties, dont le produit

= soit 40.0r 40 est le quadruple de 10, c’est pourquoi

nous voulons le quadruple de AB en entier, soit donc

AD, le carré de AC, moitié de AB, et que de AD soit

enlevé le quadruple de AB ; éloigné d’un nombre, la

racine du reste, pour autant que quoi que ce soit reste, ajoutée et soustraite de AC, montrerait

les parties, mais puisque un tel reste est moins, pour cette raison fu imagineras R m 15,

différence de AD et du quadruple de AB, que tu ajouteras et diminueras de AC et tu auras ce

qui est cherchée, & savoir

»

57 Rv 25 i 40 et 5 il Rv 25 i 40
ou bien
SpRMm15et 5 Rm 15.
Multiplie S p R i 15 par § Th R i 15 en laissant de c5té les tourments intellectuels que cela
peut te causer, il vient 25 m fil 15 c’est & dire § 15, donc ce produit est 40. Cependant la
nature de AD, n’est pas la méme que la nature de 40, puisqu’une superficie est éloignée de la
nature du nombre et de la ligne, plus proche cependant de cette quantité, qui vraiment est

5. p. Be.m. 15.
5. m. K. m. 15.

25. . M. 15. au carré est 40

sophistique, puisque par cette derniére il n’est pas permis de travailler comme avec un pur
moins, ni comme dans d’autres opérations, ni de rechercher ce qui est. Une de ces méthodes
est telle que ’on doit ajouter le carré de la moitié du nombre au nombre 4 produire et de la R
de I’agrégat® diminuer et ajouter le moitié de ce qui est partagé’. Un exemple dans ce cas,
divise 10 en deux parties, dont le produit soit 40, ajoute 25, carré de la moitié de 10, a 40 il
vient 65 de sa racine enléve 5 et ajoute lui ensuite 5, tu auras les parties conformes 4 la
représentation’,
| R65p Set R65Mi 5.

Mais ces nombres différents de 10, ajoutés ne font pas 10, mais R 260 et la subtilité
arithmétique s’avance jusqu’a ce point dont cette situation extréme est, comme je 1’ai dit, pour
cette raison aussi subtile qu’inutile.

QUESTION IV

Fais avec 6 deux parties dont les carrés additionnés fassent 50. cette question se
résout par la premiére et non par la seconde régle : en effet c’est un pur moins ; pour cela,
multiplie 3, moitié de 6, par lui-méme, il vient 9, enléve-le de la moitié de 50, qui est 25, il

2 agrégat = somme

% Cette phrase rappelle en faite la méthode pour résoudre d’une fagon générale le systeme x - y= S, xy=P.

4 Dans le cas ou existe une solution réelle, comme c’est le cas de I’exemple qui nous occupe, on peut
représenter ce systéme par une figure assez classique.
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reste 16 dont tu ajoutes et enléve la racine, qui est 4, de 3, moitié de 6 ; il viendra les parties 7
et 1 fia, dont les carrés joints font 50 et 'agrégat 6.

QUESTION V

Par la méme méthode on résout cette question, fais de 6 deux parties, dont I'une
multipliée par celle qui reste fasse i 40, Multiplie 3, moitié de 6 par lui-méme, cela fait 9,
ajoute Ie 4 40, cela fait 49, dont la racine est 7 ; ajoute-la & 3, moitié de 6 et soustrais-la et tu
auras 10 i et 4 & qui multipliés 'un par I'autre produisent 40 fif et ajoutés font 6 ; de méme
10 i et 4 ' produisent 40 i et zjoutés font 6 T, pour cette raison encore cette question est de
pur i et revient & la premiére régle.

De par ce qui précéde il est visible que si I’on dit : fais avec 6 deux parties qui
multipliées réciproquement produisent 40 ; la question dépend du m sophistique, et méne & la
seconde régle. Mais si on dit: fais avec 6, deux parties, qui multipliées réciproquement
produisent 40 it ou bien, avec 6 i fais deux parties dont les produits soient @ 40, pour I'un et
I"autre genre la question dépend du i pur et méne & fa premiére régle ; les parties seront telles
qu’elles ont été établies ; mais si ont dit que de 6 B soient faites deux parties qui multipliées
produisent 40 p, la question dépendra du m sophistique et ménera & la seconde régle ; les
parties seront :

ot

m3mRm3letm3pRm3l
REGLE I

De fait nous pouvons rechercher un autre genre de m qui n’est ni en pur m, ni une
Rm mais une chose en général fausse® et cette régle tient en quelque sorte des deux
précédentes, j’en donnerai un exemple ci-dessous.

QUESTION VI

Peut-on trouver trois nombres en proportion continue’, dont la R du premier,
soustraite du premier donne le second, et la R du second soustraite du second donne le
troisiéme. Nous poserons donc le premier comme 1 carré, alors le second sera 1 carré m 1
position et le troisiéme sera I carré m 1 position it R de 1 carré m 1 position ; multiplie le
premier par le troisiéme et le second par lui-méme, et tu auras les quantités elle-méme

l|ﬁl|mlmmﬁl
4 4 4 4

en opérant comme tu vois, et le produit de la premiére par la troisiéme est m -1-16 PR Ejd_, , &

1l . - .
savoir = m TE’et on obtient autant en multipliant le second nombre par Jui-méme.”

5 Tout ce passage est difficile, comment comprendre ce mot qui peut signifier une quantité négative comme
quelque chose de faux, au sens moderne du terme.

¢ Trois nombre en progression géométriques.

7 Ca calcul n'est visiblement par exact, est<ce une errcur de Cardan ou une autre interprétation du m.R.m,
quantité tenant & la fois du pur m et du Rm ?
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Isaac NEWTON
(Woolsthorpe Lincolnshire 1642 - Londres 1727)

Etudiant au Trinity College de Cambridge, il g'intéressa particu-—
lidrement & la Géom&trie de Descartes et 4& l'optique de Képler. Sous
1'égide d'Isaac Barrow, auquel il succéda comme professeur & Cambridge
en 1669, il avait dés cette date fait de grandes découvertes en Géomé—
trie et posé les fondements de son oeuvre. Il en fit é&tat dans le manus-

crit : " De analysis per aequationes numero terminorum infinitas ", non

publié avant 1711, mais qui circulait parmi ses amis.

En 1671 il pré&senta son téléscope & miroir ; en 1672 il exposa sa
théorie des couleurs sur la composition de la lumiére blanche.

Dans les " Principes mathématiques de la philosophie naturelle
paru en 1687, il jette les bases d"une nouvelle physique : la théorie
des forces centrales et la loi de l'attraction universelle.

A la base de son second traité le plus étudié : " Méthodes des flu-

xions et séries infinies ", écrit vers 1671 mais non publié avant 1736,
se trouve la notion de mouvement instantan&. Il y introduit sa notation
caractéristique du calcul différentiel (%, ¥, ...). Les procé&dures algo-
rithmiques de Newton sont encore utilisées actuellement.

Fn 1699 il est &lu & l'académie des sciences dé&s que cette institu-
tion peut admettre en son sein des savants &trangers. En 1703 i1 est élu
président de la Royal Society et Ile restera jusqu'd sa mort. Il eut
droit a4 des funérailles dignes du héros national qu'il &tait devenu dans

son pays.
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LES PRINCIPIA

Fruit d'une réflexion mlrie pendant une vingtaine d'années, les
Philosophae Naturalis Principia Mathematica paraissent en 1687. Cons-
truits sur le modéle des &léments d'Fuclide, (Newton reste attaché & la
rigueur de la géométrie grecque) ils se composent de trois livres précé-
dés de deux courtes sections.

La premidre section donne une série de dé&finitions concernant les
notions de masse, quantité de mouvement et forces. La deuxiéme section
contient trois axiomes ou lois du mouvements : le principe d'inertie
( déja é&noncé par Galilée ), la loi fondamentale de la dynamique
F = d/dt(mv) , le principe de 1l'action et de la réaction ; selon la ter-
minologie actuellement en cours.

Le livre I des Principia est consacré & 1l'étude du mouvement dans
le vide, des corps soumis & 1'action d'une force centrale. Le livre II
&tudie les mouvements de ces mémes corps dans un fluide résistant. Le
livre III expose le systéme du monde de Newton. Il décrit les mouvements
des plandtes et de leurs satellites, et en démontre les lois ( en parti-
culier 1les lois empiriques de Képler (1) ), par le principe de gravita-

tion universelle.

Le passage qui suit est extrait du livre I (2). Dans cette proposi-
tion I, Newton démontre que la loi des aires est une conséquence de

1'hypothése d'une accé&lération centrale. Son argumentation est purement
géométrique, & 1'exception du dernier point qui utilise un passage d la
limite qui se justifie par les principes de la méthode des fluxioms. On
ne peut qu'étre admiratif devant la simplicité des moyens utilisés pour

parvenir & un résultat aussi important.

(1) Cf note en fin d'article,
(2) Nous y avons joint 1'énoncé du premier axiome et un corollaire dont il est fait mention
dans le texte.
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SECONDE SECTION.

De la recherche des forces centripetes.
PROPOSITION I.° THEOREME I

Dans les mouvemens curvilignes des corps , les aires décrites * autonr
d'xn csnsre immobile , font dans un méme plan immobile 5 & fons
[proporsionnelles au temps.

Suppol que le temps foir divifé en parties égales, & que dans
la premiere partic de ce temps, le corps, par la force quiluia &é
imprimée, décrive 1a ligne 4 B : fuivant la premicre loi du mou-
vgmene dans un (ccond temps égal an premier, il décriroit, fi
rien ne l'en empéchoit, la droite BC=.4B;Donc cn tirant au
ceatre 5, Ies rayons 4S, BS, ¢S, les aires 45 B, B S ¢ {eroient
¢gales. Suppofé que lorfque ce corps cft arrivé cn B, Ia force

* Les nires décrices par un corps autour d'un centre font les efpaces terminés
Jes rayons qui pantent de ce centre, & par I'aze far lequel €appuient ¢es rayons,

Tome I, G
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Dv
MOU YEMENT

pxs Conrs.

Py |

50 PRINCIPES MATHEMATIQUES .

centripete agiffc fur lui par un feul coup , mais affez puiffunt pour
Pobliger & fe détourner de Ia droite B¢ & 4 fuivre la droite
B, Si ontire la ligne Ce parallcle 4 B S, laquelle rencontre B €
en C, 4 la finde ce fecond temps, le corps ( felon le 1. Corollaire
desloix ) fera en € dans le méme plan que le eriangle 45 B.

En tirant enfuite la ligne §C, le triangle SBC fera égal au
triangle S B ¢, 4 caufe des paralleles SB, Ce¢, donc il fera aufi
¢gal au triangle § 4 5.

De méme, fi la force centripete agit fucceflivement fur le
corpsen C, D, E, &c. & queelle lui faffe décrirei chaque petite
portion de temps les droites CD ,D E, EF, &c. ceslignes feront
toutes dans le méme plan ; & letriangle § € D fera égal au trian-
gle S B C, Ictriangle $ D E autriangle S €D, & letriangle SEF
au trianglec § D E. Ce corps décrira donc en des temps égaux des
aires égales dans un plan immobile : & en compofant, les fom-
mes des aires quelconques S £ DS, 54 FS feront entr'elles com-
me les temps employés A les décrire.

Qu'on imagine maintenant que le nembre des trizngles ang-
mente & que leur largeur diminue 4 linfini; il eft claic (par le
Cor, 4. du Lemme 3. ) que leur dernier périmétre 4D F, fera
une ligne courbe. Donc la force centripete, qui retire le corps &
tout moment de la rangente de cette courbe, agit fans interrup.
tion & les aires quelconques SAD 5, SA F S, qui éeoient pro-
portionnelles aux remps employés A les décrire, leur feront en-
core proportionnelles dans ce cas. C.Q.F.D,

AXIOMES,

ovu

LOIX DU MOUVEMENT.

PREMIERE LOL
Taut corps perfivérs dans I'dat de repos ou de mouvement uniforme en
ligne droite dans lequel il fe trouve , & moins que quelque force
?;'ggm Jur luiy & ne le contraigne & changer d'étas,

16



DE LA PHILOSOPHIE NATURELLE. 19

COROLLAIRE L AXIoMES,

oy Loix

Un corps pouft par denx forces parcours , par leurs altions réunies 5 »v
MouvIMINT.

la Diazonale d'un parallilogramme dans ls méme temps , dans lequel — ——
il auroit parcouru fis céeés fipariment.

Note @
En s'appuyant sur les observations de Tycho Brahé de la trajectoire

de la plandte Mars, Képler &nonga en 1609 dans son Astronomia Nova sSes
deux premiéres lois : les orbites des plandtes sont des ellipses dont le
soleil occupe 1'un des foyers, et les aires balayées par le rayon vec—
teur joignant le soleil & la planéte sont proportionnelles au temps. En
1619, dans son Harmonia Mundi, il affirma sa troisiéme loi : "les carrés
des périodes de révolution des plandtes sont proportionnelles aux cubes

des grands axes de leur orbite".

Sources :

Cahier de Science & Vie n°13 consacré a Newton, 1993.

J.P. Verdet, Une histoire de l'astronomie, Points Sciences Seuil, 1990.

Carl B. Boyer, The History of the calculus and its conceptual development
Dover Editions, 1959.

Genevidve KIENTZ
Patrick PERRIN
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LOGARITHMES EN TERMINALE SCIENTIFIQUE

L' activité présentée dans les pages suivantes est - le résultat d'une
expérimentation menée pendant trois ans dans des classes de Terminale Scientifique.
Elle est destinée 4 introduire dans une perspective historique les fonctions logarithmes
décimal et népérien.

Dans un souci pédagogique le logarithme décimal est introduit en premier afin
Jinsister sur la relation fondamentale log ab = loga + logb et ses premiéres
applications. Le lien avec la primitive de la fonction inverse n'est étudié qu'en second
lieu, car il présente de plus grandes difficultés techniques. Il me parait cependant
indispensable qu'il ne soit pas simplement admis car il est au coeur de la problématique
3 savoir : trouver les fonctions transformant un produit en somme.

Cette activité est aussi l'occasion d'évoquer d'autres points du programme tels
que : suites arithmétiques et géométriques, approximation d'un nombre réel, méthode
des trapézes, aire et primitive. Elle a été congue pour pouvoir &tre traitée en début
d'année ( courant Novembre ), aprés I'étude des chapitres concernant continuité et
dérivabilité des fonctions, primitives des fonctions continues. Elle nécessite environ
deux séquences de deux heures, une partie du travail pouvant étre préparce 3 la maison
par I'éléve ( textes de Laplace et de Lagrange par exemple ).

Alors que la tendance de certains manuels est de réduire le cours de
Mathématiques & un simple formulaire, dans lequel les démonstrations non triviales
sont rejetées en exercices réservés aux éléves suivant I'enseignement de spécialité, il
me semble nécessaire de réintroduire une véritable démarche scientifique dans la
classe. A ce sujet 1a lecture du texte de Laplace en apprend plus, & mon sens, sur la
nature de la démarche en mathématiques que n'importe quel probléme de baccalauréat.

Source des textes :
L'école Normale de I'An III : Legons de Mathématiques ; sous la direction de
Jean Dhombres ;Ed. Dunod. Paris. 1992.

Pour en savoir plus sur Thistoire des logarithmes :

Histoire des Logarithmes ;, Charles Naux. Ed. Blanchard. Paris. 1966.

Les Logarithmes de Briggs ; Jean Marie Farey & Patrick Perrin ; Article paru
dans la revue Repére . 1995

Patrick PERRIN
IREM de Reims
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INTRODUCTION AUX LOGARITHMES

Les textes qui suivent sont extraits des legons données & I'Ecole Normale de l'an III
( 1795 ) par deux grands mathématiciens francais de I'époque : Pierre Simon de Laplace’
( 1749-1827 ) et Joseph Louis Lagrange ( 1736-1813).

Dans ce premier texte, Laplace présente les logarithmes comme étant les fonctions qui, &
une progression géométrique, font correspondre une progression arithmétique. 11 développe
plus particuliérement le cas de la fonction logarithme décimal qui, & la progression
géométrique 1, 10, 100, 1000,..., fait correspondre Ia progression arithmétique 0, 1, 2, 3,...

Dans la progression arithmétique, un terme quelcongue est égal au premier, plus & la
raison multipliée par le nombre qui indique le rang du terme, diminué de I'unité. (V)

Dans la progression géométrique, un terme quelcongue est égal au premier multiplié par
la raison élevée & une puissance, moindre d'une unité que le nombre qui indique le rang.®

En examinant avec attention ces divers résultats, on observe entre eux une analogie
remarquable. Tout ce qui, dans les rapports, les proportions et les progressions
arithmétiques, se rapporte aux sommes ou qux différences, se rapporte aux produits ou qux
quotients dans les rapports, les proportions et les progressions géométriques. Tout ce qui,
dans les progressions arithmétiques se rapporie aux produits, se rapporte aux puissances
dans les progressions géométrigues.

Cette analogie a conduit Neper & la découverte des logarithmes, admirable instrument,
qui, en réduisant & quelques heures le travail de plusieurs mois, double si I'on peut ainsi
dire, la vie des astronomes, et leur épargne les erreurs et les dégofits inséparables des longs
calculs; invention d'autant plus satisfaisante pour l'esprit humain qu il 'a tirée en entier de
son propre fond. Dans les arts, I'nomme emploie les forces et les matériaux de la nature
pour accroltre sa puissance ; mais ici tout est son ouvrage.

Pour rendre l'analogie dont nous venons de parler, plus sensible, et pour en voir naitre
les logarithmes, concevons que l'on écrive, I'une au-dessous de l'autre, deux progressions :
la premidre géométrique el commengant par I'unité ; la seconde arithmétique et
commengant par zéro. Il est aisé de voir qu'au produit de deux termes quelconques de la
progression géométrique répond la somme des deux termes correspondants de la
progression arithmétique, et qu'a une puissance quelconque d'un des termes de la premiére
progression, répond le produit du terme correspondant de la seconde par l'exposant de la
puissance.®)

11 suit de la que si l'on renfermait dans une progression géométrique tous les nombres 1,
2, 3, etc., en lui faisant correspondre une progression arithmétique. commengani par zéro,
la somme des deux termes de la progression arithmétique indiquerait le produit des deux
nombres correspondants dans la progression géométrique; et par conséquent, leur
différence indiquerait le quotient de ces mémes nombres. Pareillement, le produit d'un
terme de la progression arithmétique par 2, 3, elc., indiquerait la puissance seconde,
troisiéme, efc., du nombre correspondant de la progression géométrique ; et par
conséquent, la division d'un terme de la progression arithmétique, par 2, 3. etc., indiquerait
la racine seconde, troisiéme, etc. du nombre correspondant. Une table qui renfermerait les
deux progressions précédentes réduirait donc les multiplications & des additions, les
divisions & des soustractions, les élévations de puissanccs & des multiplications, et les
extractions de racines & des divisions. Cette table est celle des logarithmes; on nomme ainsi
les nombres de la progression arithmétique correspondant aux nombres naturels qui sont
censés appartenir & une progression géométrique.®
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A la vérité, les nombres naturels 1, 2. 3, etc., n'entrent point rigoureusement dans une
méme progression géométrique : mais on congoit que si, entre un el cent mille, par exemple,
on insére un trés grand nombre de moyens géomélriques ® ils croitront par degrés
insensibles, et les nombres naturels pourront se confondre avec eux. Si en prenant zéro
pour le premier terme de la progression arithmétique, et cing par cxemple, pour le terme
correspondant & cent mille dans la progression géométrique, on insére entre un et cing le
méme nombre de moyens arithmétiques ©); ils seront les logarithmes des moyens
géométriques correspondants.()

On peut, & la progression arithmétique 0, 1, 2. etc.. faire correspondre telle progression
géométrique que l'on veut, ce qui donne une infinité de systémes de logarithmes ; mais le
plus commode est le systéme dans lequel on lui fait correspondre la progression décimale 1,
10, 100, 1 000, etc.® Alors, dans chague logarithme, le nombre qui précéde les décimales
et que l'on nomme sa caractéristique, indique l'ordre des unités les plus considérables du
nombre auqucl il appartient ; et pour multiplier ou diviser un nombre par dix, cent, etc.. il
suffit d'augmenter ou de diminuer sa caractéristique d'une, de deux unités, etc.®)

C'est sur ces principes que sont fondées nos tables de logarithmes : on voit qu'elles
deviendront d'un fréquent usage dans la société quand le systéme des divisions décimales
sera généralement admis . La facilité qui en résulte dans tous les calculs est un des
principaux avantages de | Yintroduction de ce systtme. Il faut donc s'attacher
particuliérement a développer dans I'enseignement la nature des logarithmes et leurs divers
usages.

1) Questions sur le texte de Pierre Simon De Laplace

(1) : Soit (u,) une suite arithmétique de raison r, exprimez u, en fonction de u;,netr.
(2) : Soit (v,) une sujte géométrique de raison q, exprimez v, en fonction de vy,n et g.
(3) : Voici une illustration de la propricté énoncée par Laplace dans ce paragraphe :

rangn= 0 1 2 3 4 5 6 71 8 9 10
u= 0 T 2r 3r 4 S5r 6r v 8 9 10r

( Pour Laplace le premier terme est de rang 1 et non de rang 0 comme indiqué par commodité dans ce tableau }

Quel est le produit des termes de rang 3 et 5 de la suite v ?

Quel est la somme des termes de rang 3 et 5 de 1a suite u?

Quel est le quotient des termes de rang 7 et 4 de la suite v?

Quelle est la différence des termes de rang 7 et 4 de la suite u?
| Quel est le carré du terme de rang 5 de la suite v ? Quel est le cube du terme de rang 2 de

a suite v ?

Quel est le double du terme de rang 5 de la suite u ? Quel est le triple du terme de rang 2
de la suite u ?

Comment expliquez-vous ces analogies de calculs entre les suites vet u 7
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(4) : Considérons les deux segments de droite graduées ci-dessous .

2 3 4 5 6 7 8 910
1 1 i PR N TR} N T L] SN LR il [ G S Tk (s

0 X 0
| |

]
— gt

0.1 0.2 0.3 0.4

-
i i | i I 5 i i i L L ¥ | i | i L i |

Sur le second & des points équidistants correspondent des nombres en progression
arithmétique (la graduation est donc réguliére).

Sur le premier, & des points équidistants correspondent des nombres en progression
géométrique ( vérifiez-le avec 1;2;4 ; 8 etavec 1;3;9)

En fait, les nombres de la seconde ligne sont les logarithmes décimaux ( en abrégé log )
de ceux de la premiére ; ils vérifient logl = 0 et logl0 = 1. On voit par exemple que
log2 = 0.30 et log3~0.48. Les propriétés énoncées par Laplace s'écrivent ainsi :
loga + logb = log(ab); loga - logb = log(a/b); 2log a = log a®; 3log a = log a’;
-;—loga =loga; %loga =log¥/a. ( a et b étant deux réels strictement positifs ). En utilisant

les valeurs approchées de log2 et de log3, calculez une valeur approchée de log4, log$5, logé
log8, log9 .

(5) : Un nombre ¢ est la moyenne géométrique de deux nombres positifs a et b (Laplace
dit le moyen géométrique) si a ; ¢ ; b forment une progression géométrique. Calculez ¢ en
fonction de a et b ; quelle est la moyenne géométrique de 1 et 10 ?

(6) : Un nombre d est la moyenne arithmétique de deux nombres a et bsia;d ;b forment
une progression arithmétique ; calculez d en fonction de a et b. Quel est le nombre dont le

logarithme décimal est égal 4 0.5 ?

(7) : Choisir 5 pour le logarithme de 100000 revient & prendre 1 pour le logarithme de 10,
puisque 100000 = 105.

(8) : Ce systéme le plus commode est celui des logarithmes décimaux (cf note (4)). Que
vaut log 102 , n étant un entier naturel ?

(9) : La caractéristique d'un nombre positif est sa partie entiére ; sachant que log 2 =
0.301, calculez une valeur approchée de log 20, log 200. Que vaut log(1/10) ? log(10-) ?
Calculez une valeur approchée de log 0.2, de log 0.02 ?
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Dans ce second texte, Lagrange expose une méthode pour calculer le logarithme
décimal d'un nombre donné.

(Le) travail de Néper parut en 1614 ; on en sentit tout de suite l'utilité et on sentit en
méme temps qu'il serait plus conforme au systéme décimal de notre arithmétique, et par
conséquent beaucoup plus simple de faire en sorte que le logarithme de 10 fiit l'unité,
moyennant quoi celui de 100 serait 2, et ainsi de suite.

" Briggs contemporain de Néper, est l'auteur de ce changement. dans le systéme des
logarithmes, ainsi que des tables de logarithmes dont on fait usage communémen. Ilena
calculé une partie, et le reste I'a é1é par Vlacq Hollandais.

Ces tables parurent & Goude en 1628 elles contiennent les logarithmes de tous les
nombres depuis 1 jusqu'a 100 000 calculés jusqu'a dix décimales, et elles sont maintenant
trés raves, mais on a reconnu depuis que, pour les usages ordinaires, sept décimales
suffisaient et c'est ainsi qu'ils se trouvent dans les tables dont on se sert journellement .
Briggs et Viacq employérent différenis moyens trés ingénieux pour faciliter leur travail.
Celui qui se présente le plus naturellement et qui est encore un des plus simples, c'est de
partir des nombres 1, 1 0, 100, etc., dont les logarithmes sont 0, 1, 2, etc., et d' intercaler,
entre les termes successifs des deux séries, autant de termes correspondants qu'on voudra,
dans la premiére par des moyennes proportionnelles géométriques, et dans la seconde par
des moyennes arithmétiques. De cette maniére, quand on Sera parvenu a un terme de la
premiére série, qui approchera jusqu'é la huitiéme décimale du nombre donné dont on
cherche le logarithme, le terme correspondant de l'autre série sera, & la huitiéme décimale
prés, le logarithme de ce nombre. Par exemple, pour avoir le logarithme de 2, comme 2
tombe entre 1 et 0, on cherche d'abord, par l'extraction de la racine carrée de 10, le moyen
proportionnel géométrique entre 1 et | 0; on trouve 3,1627766 et le moyen arithmétique
correspondant entre 0 et 1, sera 1/2, ou bien 0,50000000, ainsi on est assuré que ce dernier
nombre est le logarithme de l'autre. Puisque 2 est encore entre 1 et le nombre qu'on vient
de trouver, on cherchera de méme le moyen proportionnel géométrique entre ces deux

nombres, on trouve le nombre 1,37823941 ; ainsi, en prenani de méme le moyen
arithmétique entre 0 et 0,50000000, on aura le logarithme de ce nombre, lequel sera
0,25000000. Maintenant 2 étant entre ce dernier nombre et le précédent, il faudra, pour en
approcher toujours, chercher le moyen géométrique entre ces deux-ci, ainsi que le moyen
arithmétique entre leurs logarithmes, et ainsi de suite. On trouve ainsi, par un grand
nombre de pareilles opérations, que le logarithme de 2 est 0.3010300, que celui de trois est
0,4771213, efc., en ne poussant l'exactitude que jusqu'd la huitiéme décimale. Mais ce
calcul n'est nécessaire que pour les nombres premiers, car pour ceux qui sont le produit de
dewx ou de plusieurs leurs logarithmes se trouvent en faisant simplement la somme des
logarithmes de leurs facteurs. Comme le temps destiné dans celte séance aux

mathématiques est déjé écoulé , nous remettrons la conférence a la décade prochaine.(19)

II ) Questions sur le texte de Louis Lagrange
+ (10) : En utilisant uniquement les quatre opérations et la touche racine carrée de votre
calculatrice, vérifiez les résultats donnés dans le texte ( attention il y a des erreurs ) et
poursuivez le calcul de log 2 jusqu'a en obtenir une valeur approchée & 108 prés.
En suivant la méme méthode calculez une valeur approchée de log 3 & 10-3 prés.
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Parmi les fonctions logarithmes, outre le logarithme décimal, une autre fonction joue
un rdle trés important, c'est le logarithme népérien ( ainsi nommé en 1'honneur de John
Néper ). Nous allons le rencontrer a propos du probléme de la quadrature de I'hyperbole.

11 ) Logarithmes népériens et quadrature de 'nyperbole
A/ 1°) Soit H la branche dhyperbole

y=1i d'équation y=1/x, x>0 dans le repére
orthogonal ( O,ij) On considére trois
nombres positifs a, ¢, b en progression
géométrique croissante. A, C, B sont les
points de H d'abscisses respectives a, ¢, b
et A" C',B' leurs projetés orthogonaux sur
l'axe Ox.

Montrez que les trapézes ACC'A’ et
CBB'C' ont la méme aire qui est égale &

2=

1.5

0.5¢

0 1 A 2°¢ 3 B 4 5

(b-a)/2c.
On admet dans la suite du probléme que les trapézes curvilignes ACC'A' et CBB'C' ont

également méme aire. ( Par définition le trapéze curviligne est un trapéze dont I'un des cdtés

non paralléles est remplacé par un arc de courbe ).
2°) Pour tout réel x>0, on note S(x)

2
\ y=1k l'aire du trapéze curviligne hachuré (cf
figure ci-contre).

On appelle fonction logarithme
népérien ( en abrégé In ) la fonction
définie par :

Inx =S(x) six 21 et Inx=-5(x) si
0<x<1.

i) Que wvaut Inl ? Justifier

15

o ¢ 3 1 B
graphiquement I'encadrement : 1/2 <In2 < 1.

i) Soient a et b deux réels strictement positifs avec a<b. Soient les points A(a,l/a),
B(b, 1/b), A'(a,0), B'(b,0) ; montrer que l'aire du trapéze curviligne AAB'B est toujours égale
a4 Inb - Ina. On distinguera plusieurs cas : 1<asb ou 0<a<1<b ou 0<a<bsl. justifier
graphiquement I'encadrement : 5/6 <1n3 <3/2.

iii) Montrer que pour tout réel a > 0 , In(1/2) = -lna. ( On pourra utiliser le 1°) et la
progression géométrique 1/a, 1, a ou g, 1, 1/a).

iv) Montrer que, pour tout réel x>0,lnvx =%lnx . (on pourra utiliser le 1°) et la

progression ,VX,x ou x,J:T, 1)
v) Montrer que, pour tous réels a et b strictement positifs, In(ab) = Ina + Inb. (on pourra
utiliser le 1°) et la progression a,/ab,b)
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3°) Nous allons démontrer dans cette question que la fonction In définie dans le 2°) est
dérivable sur 0 ; +0o[ et calculer sa dérivée.

|

y=1ix

24

a) Soit x,> 0 et h>0.

En interprétant  graphiquement
In(xgth) - In(x,), montrer que l'on a
l'encadrement

h h
<In(x, +h)-In £— .
g S + B - ln(xo) SO
En déduire que
limE(x° +h)-ln(x,) _ 1 quand h
h Xo
tend vers 0+,

b) Soit x>0 et h<0 tels que x,+h>0.
En interprétant graphiquement
In(x,) - In(x+h), montrer que I'on a
l'eli;:adrement
h
xo+h < In(x,+h)-In(x,) < x5
En déduire que
imln(x0 +h)-In(x,) _ 1
h Xo
tend vers 0-.
¢) Déduire du a) et du b) que In est
la primitive sur ]O ; +o [ de la fonction

1

quand h

| B
X —, qui s'annule en 1.
X



Une introduction du Logarithme Néperien
en Terminale ES

1 s’agit du compte rendu d’un travail fait en 1995 et 1996 dans des classe de
Terminale ES avec et sans spécialité Mathématique . La premiére de ces classe était de faible
effectif, 23 éléves, mais par contre trés hétérogéne et d’un niveau général assez faible, la
seconde, de 30 éléves, beaucoup plus homogene était d’un niveau nettement meilleur.

Avant propos
Ce travail, dans les deux cas, a été fait en deux parties : la premiére, & travers une

démarche & caractére historique, consista & introduire le logarithme népérien et & justifier
historiquement sa propriété fondamentale : Inab = Ina + Inb; la deuxidme, a eu pour but
d’éclairer les éléves sur le fait, également fondamental pour la fonction logarithme, que sa

dérivée est la fonction 1 1
X

Introduction du logarithme et de ses propriétés algébriques (durée Oh 30).

Bréve introduction historique expliquant I'apparition des logarithmes au 17 dme ciecle.

Au 16¢éme et 17 éme siécle, on assiste & un développement
sans précédent des moyens de transport maritimes et du
commerce, ces échanges favorisent en particulier le
développement de la bangue : Des calculs de toutes sortes
apparaissent, qu'ils soient d'ordre financier pour les
banquiers ou géométrique afin d’'établir de nouvelles
cartes pour les navigateurs...Sans entrer dans les détails,
disons qu'a cette époque apparait assez universellement
une demande de simplification des calculs, en particulier
ceux faisant intervenir des multiplications et des divisions.
Une réponse sera fournie par Néper vers 1614 avec son
invention des logarithmes qui permet de transformer les
« multiplications en additions »

Je distribue une petite table de logarithmes aux éléves (voir annexe) aprés leur avoir
fait ranger leurs calculatrices, car nous allons faire comme les contemporains de Neper, et
calculer avec cette table, en particulier, quelques multiplications et divisions.

Calculer avec la table :  13x14 23x19 17 19x24 25x19

192:39  391:23  403:13 468:39

! Pardon x --> 1/x Essayez d’expliquer la nuance i I’éiéve de Term ES moyen |
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Jai traité avec les éléves la premiére [0

multiplication en mettant en relation chaque nombre %

avec son logarithme trouvé dans la table. Les autres ont

été faites par les éléves seuls sans difficulté apparente 13 ——— 2,5649
(j’avais en fait, encore en souvenir les difficultés que ma

jeunesse avait rencontrées avec les célébres tables x 14 > +2,63906
Bouvard et Ratinet). Je pensais que ces calculs allaient

rapidement lasser les éléves, vues leurs apparentes 182 < 5,20401
incongruités 4 I’époque des calculatrices, mais

contrairement & mon attente ce ne fut pas le cas. J'ai induit ensuite avec eux les formules
classiques :

Inab=Ina+Inb etc.

L'intérét de cette démarche est de faire connaitre aux éléves une fonction par
I'intermédiaire d’une table numérique ; c’est un aspect quelque peu oublié depuis 1’avénement
des calculatrices mais qui a I’avantage de montrer immédiatement la fonction dans sa globalité
donc de la personnaliser d’une certaine fagon, (tout au moins sur un intervalle) ce que la
calculatrice ne peut faire quand on lui demande un logarithme quelconque : qu’est-ce qui
ressemble plus & un nombre qu’un autre, fut-il logarithme ou non !

Propriétés analytiques : dérivée du logarithme.

Question : Comment faire comprendre aux éléves qu’une fonction « aussi magique »* que In
qui transforme les multiplications en additions, a une dérivée aussi simple que l Il était
X

évidemment hors de question de dériver successivement I’égalité In ab = Ina+ Inb par rapport
3 chacune des variables etc..., & la rigueur on pouvait admettre le résultat, mais j’ai préféré la
démarche suivante :

Déroulement de la séance la premiére année (durée O h 30)

Pai fait tracer aux éléves, ceux-ci s’aidant de leur calculatrice, une représentation
graphique précise de la fonction In. Ayant convenu avec eux que sur un intervalle assez petit,
de "ordre de 0,1 au deld d’une valeur x,, la courbe se confond avec une portion de droite, &
savoir la tangente, alors le coefficient directeur de cette portion de droite se confond avec la
dérivée de la fonction en ce point, autrement dit :

(nge, = 20 + 0D~ Tne)

Ceci fait, il restait 4 programmer sur les calculatrices le second membre de la
« presque égalité » ci-dessus et & le faire représenter point par point sur le graphique

précédent. On reconnaissait alors assez facilement la représentation graphique de x-)% ;

2 Ce n’est pas unc remarque d’éléve.

26



Mon but était d’essayer de les convaincre graphiquement que (In(x))'= ;1‘- ., car c’est

un aspect des choses qu’ils congoivent et retiennent assez bien, comme je I’ai remarqué.
Néanmoins ils ne semble pas tous avoir bien compris le passage entre la dérivée de la fonction
en x, et le coefficient directeur de la tangente en cette valeur.

Déroulement de la séance la deuxidme année (durée 0 h 30)

Ayant constaté la difficulté évoquée précédemment, j’ai demandé aux éléves d’étudier
la différence In(x+1) - In(x) pour les valeurs données dans la table de Logarithme. Les éléves
savaient que cette différence que ’on retrouve en économie sous la forme de colt marginal est
approchée par la dérivée de la fonction.

Aprés avoir demandé aux éléves de mettre en vis & vis 1a colonne des x avec celles des

résultats ils ont convenu que fa dérivée du In était %

Fn annexe vous trouverez la petite table des logarithmes népériens de 1 & 480 que
j*avais distribuée aux éléves.

Jean Claude PENIN
Groupe Histoire des Math.
IREM de REIMS
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Table de Logarithmes Néperiens des nombres de12a 480

X In(x) x In(x) X In(x) X In(x) X In{x) X In(x)
1 0,00000 81 439445 161 5,08140 241  5,48480 321 S5,77144 401 59939
2 0,69315 82 4,40672 162  5,08760 242  5,48894 322 5,77458 402 599648
3 1,09861 83 4,41884 163 5,09375 243 549306 323 577765 403 5.998%4
4 1,3862% 84 4,43082 164 509987 244 549M7 324 5,78074 404 600141
5 1,60944 8S 4,44265 165  5,10595 245 8,50126 325 5,78383 405 6,00389
6 1,79176 86 4,45435 166 511199 246 5,50533 326 5,78690 406 6,00635
71,9451 87 44659 167 511799 247 550939 327 578996 407 6,00881
8 207944 88 447734 168 512396 248 551343 328 5,79301 408 601127
9 2,19722 89  4,43864 169 512990 249 551748 329 579606 409 6,01372
10 2,30259 S0 4,49981 170 513580 250 552146 ‘330 5,79909 410 6,01616
11 239790 91 4,51086 171 5,14166 251 3,52545 331 580212 411 6,01859
12 2,48491 92 452179 172 514749 252 552943 332 5,80513 412 602102
13 2,56495 93 4,53260 173 515329 253 5,53339 333 580814 413 6,02345
14 2,63906 94 454329 174  5,15906 254 553733 334 581114 414  6,02587
15 2,70805 95 455388 175 516479 255 554126 335 581413 415 6,02828
16 2,7725% 96 4,56435 176  5,17043 256 534518 336 531711 416 6,03069
17 2,83321 97 4,57471 177 517613 257  5,54908 337 582008 417 6,03309
18 2,89037 98 458497 178 518178 258 555296 338 5,82305 418 6,03548
19 2,94444 99 4,39512 179  5,18739 259  5,55683 339  5,.82600 419 6,037387
20 299573 100 4,60517 180 5,19296 260 556068 340 582895 420 6,04025
21 3,04452 101 461512 181  $,19850 261 5,56452 341 583188 421  6,04263
22 3,09104 102 4,62497 182 520401 262 5,56834 342 5,83481 422 6,04501
23 3,13549 103 4,63473 183 5,20949 263 557215 343 583173 423 604737
24 3,17805° 104 464439 184 521494 264 53,5759 344 584064 424 6,04973
25 3,21888 105 4,65396 185  5,22036 265 551973 345 584354 425  6,05209
26  3,25810 106 466344 186  5,22575 266  5,58350 346  5,34644 426 6,05444
27 329584 107 467283 187 523111 267 558725 347 584932 427 605678
2| 333220 108 4,68213 188 523644 268 5,59099 348 585220 428 605912
2% 3,36730 109 469135 189 524175 269 559471 349 585507 429 6,06146
30 3,40120 110 4,70048 190 524702 270 559842 3s0  5,85793 430  6,06379
31 3,43399 111 470953 191 525227 a7 560212 351 586079 431 606611
32 346574 112 471850 192 528750 272 560580 352 5,86363 432 6,06843
33 3,49651 113 472739 193 526269 273 560947 353 5,86647 433 6,07074
34 3,52636 114 473620 194 526786 274 561313 354 5,86530 434  6,07304
35 3,55535 115 474493 195 527300 275 561677 355 53712 435  6,07535
36  3,58352 116 4,75359 196  5,27811 276 562040 356 5,87493 436 607764
37 361092 117 476217 197  5,28320 277 5,62402 357 587774 437 6,07993
38 3,63759 118 4,77068 198 5,28827 278 562762 358 588083 438 6,08222
39 3,66356 119 477912 199 529330 279 563121 as9 588332 439  6,08450
40  3,68888 120  4,78749 200  5,29832 280 563479 360 5,88510 440  6,08677
41 3,71387 121 479579 201 530330 281 563835 361 588888 441  6,08504
42 371767 122 4,80402 202 530827 282 564191 362 589164 442 6,09131
43 3,76120 123 4,81218 203 531321 283 564545 363 5,89440 443  6,09357
44 378419 124  4,82028 204 531812 284 564897 364 589715 444 6,09582
45 3,80666 125  4,82831 205 532301 285 565249 365 589990 445 6,09207
46  3,82864 126 483628 206 532788 286 565599 366  5,90263 446  6,10032
47 3,85015 127 434419 207 530272 287 5,65948 367 5.90536 447  6,102%6
48 38720 128 4,85203 208 533734 288 5,66296 368 590808 448 6,10479
49 389182 129 485981 209 534233 289  5,66643 369 591080 449  6,10702
S0 351202 130 486753 210 534711 290 566988 370 591350 450  6,10925
51 393183 131 487520 211 535186 291 567332 371 591620 451  6,11147
52 395124 132 4,88280 212 535659 292 567675 372 591889 452 6,11368
53 397029 133 4,89035 213 536129 293 568017 373 592158 453  6,11589
54 398898 134 489784 214 536598 294  5,68358 374 592426 4354 611810
55 4,00733 135 490827 215 537054 295 568698 375 592693 455 6,12030
$6  4,02538 136 491265 216 537518 296 569036 376 592959 456 6,12249
§7 404308 137 491998 217 537990 297 569373 377 593125 457  6,12468
58 4,06044 138 492728 218 538450 298 5,69709 378 593489 458  6,12687
59 407754 139 493447 219 538907 299 570044 379 593754 459  6,12905
60 4,09434 130 494164 220 539363 300 570378 380 594017 460 §,13123
61 4,11087 141 4,94876 221 539816 301 57071 381 594280 461 6,13340
62 412713 142 495583 222 540268 302 571043 382 594542 462 613556
63 414313 143 496284 23 s4m7 303 571373 383 594803 463  6,137713
64  4,15888 144 496981 224 541165 304 571703 384 595064 464 6,13988
65  4,17439 145 497673 228 541610 305 572031 385 595324 465 6,14204
66 4,18965 146  4,98361 226 542053 306 571359 386 595584 456 6,14419
67 4,20469 147 499043 227 542495 307  5,72685 g7  5,95842 467 6,14533
68 421951 148 499721 228 542935 308 573010 388 596101 468 6,14847
69 4,23411 149  5,00395 229 543372 09 57334 389 596358 469  6,15060
70 4,24850 150 501064 230 543808 310  5,73657 390 596615 470  6,15273
71 426268 151 501728 231 544242 311 573979 391 596871 471  6,15486
72 427667 152 5,02388 232 544674 312 574300 392 557126 472  6,15698
B 4,29046 153 5,03044 233 545104 313 574620 393 597381 473 6,15910
74 4,30407 154 503695 234 545532 314 5,74939 394 597633 474 6,16121
75 431749 155 504343 235 543959 315 575257 395 597889 475 6,16331
76 433073 156  5,04986 236  5,46383 316 5.75574 396 59814} 476 6,15542
77 434381 157 505625 237 546806 317 5,758%0 397 5983%4 47T  6,16752
78 435671 158  5,06260 238 547227 318 5,76205 398 598645 478  6,16961
79 436945 159 506890 239 5,47646 319 5,76519 399 598896 479 617170
80 48203 160 507517 240 5.48064 320 576832 400 599146 480 617379
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CRITIQUES DE MICHEL ROLLE

| SUR LA NOUVELLE ANALYSE

Les passages extraits sont tirés d'un article de 25
pages paru en 1703 dans les Mémoires de 1' Académie
Royale des Sciences (Paris, p. 312 & 336). M. Rolle
(1652 - 1719) est un des opposants, au seir de cette
Académie, aux idées développées dans "Analyse des
infiniment petits pour l'intelligence des lignes
courbes", publié par le Marguis Guillaume Frangois
de 1'Hospitdl & Paris en 1696.(1)

Dans l'introduction de cet ouvrage de 181 pages,
1'Hospital reconnaissait tout ce qu'il devait a
Leibniz et jean Bernoulli, indiquait qu’'il avait eu
l'intention de publier une .seconde partie concernant
le calcul .intégral mais que, prévenu que Leibniz
s'apprétait & publier sur ce calcul, il y avait
renoncé; enfin il rendait justice & Nazwton d'avoir
"trouvé quelque chose de semblable au calcul dif-
férentiel" dans "Principia Mathematica' (1687),

tout en remarquant que le calcul de Leibniz était

"plus expéditif™.

Dans le corps du traité, 1l'Hospital exposait les
régles de cette nouvelle anﬁlyse, le calcul des
différences et les usages que les nouveaux utilisa-
teurs pourraient en: faire pour trouver en particu-~
lier les tangentes, 1és extremums, les points d'in-

fiexion et de rebroussement, etc...

DU NOUVEAU SYSTEME DE L'INFINI
- Par M. ROLLE

On hvagt toujours regardé la Géométrie comme une Science exacte,
et méme comme la source de l'exactitude qui est répandue dans toutes
les autres parties des Mathématiques. On ne voyait parmi ses principes
que de véritables axiomes: tous les théorémes et tous les problémes
qu'on y proposait étaiént ou solidement démontrés, ou capables d‘'une
solide démonstration ; et s'il s'y glissait quelques propositions
ou fausses ou peu certaines, aussit8t on les bannissait de cette
science, 29

(1) Une réimpression de la seconde édition de 1716
a été faite par 1'IREM de Dijon au début des années 80.



Figure de la deuxicme K page de l'article de Rolle
reprise de la 46° de la 4% planche de l'Analyse de 1'Hospital
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Mais il semble que ce caractére d'exactitude ne régne plus dans la
Géométrie depuis que l'on y a mélé le nouveau Systéme des Infiniment-

petits. Pour moi, Je ne vois pas qu'il ait rien produit pour la
vérité, et il me parait qu'il couvre souvent l'erreur.

Cependant d'habiles Géomdtres regurent ce systéme aussitét qu'il
commenga & paraitre, et ils t&chérent de le solitenir. Dans cette vue
ils proposérent plusieurs questions de Géométrie, et ils prétendirent
que le syst8me était absolument nécessaire pour les résoudre. Ce qui

. me donna l'occasion d'en faire 1l'examen, et de proposer gquelques

difficultés que j'y avais observées.(:-')

L'exposé de Rolle consistera d'abord & réexpliciter
les "demandes!" de l'Hospital en les reformulant

sous forme de six suppositions.

T

3ixiéme Supposition

On suppose que les Infiniments petits sont réels, divisibles a
1'infini et infiniment variables. Ainsi MR, Rm,etc . sont des quan-
tités réelles, divisibles & 1l'infini, et infipiment variables.

Cela suit des suppositions précédentes: mais on a encore confirmé
cette supposition dans les réponses qu'on a faites aux MHémoires que
j'avais proposés & l'Académie sur ce sujet en l'année 1700.

-A toutes ces suppositions du Systéme, j'ajouteréi quelques unes
des conditions gui en sont inséparaﬁles, et dont je me servirai dans
la suite.-

Guand on suppose deux appliguées comme MP et mp, ou mp et ng, et
oue l'une est infiniment proche de l'autire; alors on a une égalité
différentielle qui exprime le rapport de l'appliquée, de 1l'abscisse,
et de leurs premiéres différences, selon l'Analyse des Infiniment
petits, sect. 1.

Les autres différences donnent une suite infinie d'égalités, selon
les régles qu'on a proposées dans la sect.t de cette Analyse.

Outre les conditions que l'on a marquées ici, il s'en trouve
quantité d'autres, lorsqﬁe les Courbes sont formées sur des points fixes
ou sur d'autres foyers; 1eésqu'elles se forment par la prpjection des
corps, par des mouvements composés; et en plusieurs maniéres. Mais
il me paraflt que ce qﬁe j'ai dit ci-dessus, est suffisant pour faire
voir dans la suite que le Systéme est insoutenable.
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C'est ensuite qu'il s'en prendra & la notion
mal défirie d'infiniment petit, en énongant

trois séries de "difficultés du systéme'.

Dans les extraits qui vont suivre, il dira

Prouver...

ve. que les infiniment petits seraient nuls

PREMIERES DIFFICULTES DU SYSTEME.

Suivant la sixieme supposition les Infiniment petits sont réels
et divisibles & 1'infini. Hais il semble gue l'on tombe en.zontradid;
tion, lorsqu'on suppose que ces Infiniment vetits sont réels et
divisibles. Car l'égalité que fournit la définition ‘de la Courbe,
jointe & l'égalité différentielle du premier genre, détermine les
Infinis; en sorte que chaque Infini est un zéro absolu, comme la
différence de 4 a 4, ou de 5 & 5, etc. Et par conséquent ils n'ont
aucune étendue et ne sont plus divisibles.

Cela se prouve en plusieurs maniéres, comme on le va voir ici. Mais
avant que de proposer des preuves générales, j'ai cru qu'il serait
bon d'en donner des preuves particuliéres, parce gqu'elles demandent
moins d'application, et que mé&me ces preuves particuliéres pourraient

suffire dans cette occasion.

. Soit pour exemple la Parabole ordinaire, qui est de toutes les
Courbes celle dont 1'égalité est la plus simple.

Si 1l'on prend a pour l'expression de son paramétre; que chague
applinuée comme MP soit nommée y , et que son abscisse AP soit
nommée X : alors on aura a X = y ¥ ,.suivant la nature de._cette
Parabole.

Si de cette égalité génératrice a x = y y on tire une égalité
différentielle selon les régles qu'on a proposées dans l'Analyse
des Infiniment petits, sect 1, on aura a dx = 2 y dy. Et dans
cette égalité, dx et dy sont des Infiniment petits selon cette
Analyse, page 2: en sorte gque dx exprime MR ou ‘son égale Pp, et
que dy exprime la différence mR.

Mais suivant la sixigme supposition les Infiniment petiés sont
des quantités réellesi d'od il s'ensuit que l'appliquée mp serait
réellement distincte de ltappliquée MP, et que l'abscisse Ap
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serait aussi réellement distincte de 1'abscisse AP.

Or l'abscisse Ap est égale & x + dx , et 1l'appliquée pm est
égale & y + dy . Donc, par la définition de la Parabole, le
rectangle de l'abscisse x + dx et du parameire a , est égal
au carré de l'appliquée y + dy . Ainsi a x + a dx est égal &
yy+2ydy+ dyz : et prenant cette &égalité avec les deux
précédentes, on aurait un Probléme exprimé par trois égalités,
comme on le voit ici en K.

ax=yy
K a dx = 2 y dy
ax+adx=yy+2ydy + dya

Otant la premiére et la seconde égalité de la troisiéme,
c'est & dire, choses égales de choses égales, selon l'axiome
ordinaire; il en résulte dya = 0. Done dy = 0 , et substituant

0 au lieu de dy dans 1l'égalité différentielle, on trouve
aussi dx = O . Mais .0 est ici l'expression du zéro absolu, ou
d'un rien tel éue la différence de % & 4. D'oll il suit que dans

ce probléme K , les Infiniment petits sont des riens absolus.

Déja il est encore manifeste que l'on tombe en contradiction, quand
on attribue de 1'étendue aux Infiniment petits dx et dy: et cette
contradiction devient plus grande & mesure qu'on augmente cette
étendue. Car si 1l'on prend 4, par exemple, au lieu de l'Infiniment
petit dy ; alors l'égalité dy = O se changera en 4 =0 , et
;etta contradiction déeviendra infiniment petite, si au lieu de &
on substitue une quantité infiniment petite. Mais si cette quantité
est réelle, la contradiction est réelle aussi, quelgue idée que l'on
ait de l'infinie petitesse.

En d'autres exemples le c¢alcul ne serait pas si facile: mais on
peut toujours se servir des régles générales de 1' Algébre pour
resoudre le Probleme qu'expriment les égalités; et il se trouve qu'on
ne saurait éviter la contradiction, quand on attribue de 1l'étendue
aux Infiniment petits. Pour le détail du calcul on peut le conduire
en différentes maniéres, et entr'autres de la maniére que l'on va
voir ici.

Soit pour exemple le cercle ordinaire, et qu'il soit exprimé,
comme on le fait ordinairement,, par 1'égalité marquée ici en S.

S cese mae y'.¥=a.x:—xx .
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Son égalifé“aifférentielle suivant l'Analyse des Infiniment petits,
sect.1, est telle qu'on la voit ici'en R.
R eee o0 2 ¥y dy = a dx - 2 x dx.
Substituant, dans S, x + dx au lieu de x , et ¥y + dy au lien
de y 3 on aura l'égalité marquée M .
M e.ee o0 F Yy + 2y dy + dyz = ax +adi-xxe=2 x dx - dx?
De cett; égalite M &tant la p;oposée 8§ , on trouvera celle qui
est marquée N .
N cos 20 2y dy + dya =adx - 2 x dx ~ dxa
Comparant cette égalité N & l'égalité différentielle R , pour
faire évanouir dy , on trouvera la résultante P . '}(2)
P eewaee 4 yy iga » 4 oxx dx? -4 ax dx% + a a dx° = 0.
Dans cet exemple on pourrait en demeurer 1i; car 1l'on percevrait
aisément que cette égalité est toute imagipaire lorsque l'Infiniment
petit dx _est réel. Mais, pour se conformer en celd aux régles
générales, il faut comparer cette égalité P -a la proposée S

R . . : 2
pour faire évanouir x ou y , et l'on trouvera que a a dx = O.

04 l'on peut voir clairement que l'Infiniment petit dx est égal a o,
et que l'on tomberait en contradiction si l'on prenait pour dx une
quantité réelle.

Souvent on peut abréger le calcul, quand on fait quelque attention
au détail. Ainsi il aurait suffi dans cet exemple de prendre en R
une valeur de dy , et de la substituer dans le seul mondme 2 ¥ ay ,
qui fait partie de 1'égalité N . Car de cela seul on aurait trouvé
1'égaliteé -dya = - ax? , ot 1l'on voit aisément que cette égaliteé
deviendrait imaginaire, si 1l'on prenait une étendue réelle pour l'un

ou l'autre des Infiniment petits.

Non seulement on s'assure par cette régle que lgslInfiniment
petits sont toujoursdes riens- absolus dans 1'égalité differentiel-
le; mais on peut encore s'assurer gque ce sont des riens absolus
par leur institution.(...] :

«es que, méme s8'ils n'étaient pas nuls, leur
présence n'ajouterait parfois riem aun calcul
{2) P n'est pas la résultante qu'on trouverait spontanément; pour trouver
2 .
P, Rolle forme A=dy (Zxdy+dya) d'aprés N, puis B=4y2(23dy) et C=(2ydy)2
dtaprés R; P vient alors de A=B+C. Le but est 14 d'opposer P et S.
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SECONDES DIFFICULTES

Je vois pas que ce systéme ait rien produit pour la vérité. On
reconnait dtabord que les efiets des méthodes qu'bn propose dans
la nouvelle Analyse sont toujours les mémes quand on substitue
des quantités finies & volonté au lieu des Infiniment petits dx et

dy: Ce qui vprouve que le succés, bon ou mauvais, n'est point
attaché & l'infinie petitesse qu'on suppose dans le Systéme.

Pour faire voir em quoi consiste cette difficulté, je chercherai
ici les Tangentes de la Paravole ax = yy par le moyen de la régle
qu'on & inserée dans l'Analyse des infiniment petits, page 11 et 12.

Je supposerai 100 000 toises au lieu de 1'Infiniment petit dx,
et 738 toises au lieu de l'Infiniment petit dy ( on peut prendre tels

autres nombres qu'on voudra ) et l'on verra qufon trouve par ces valeurs
supposées la méme chose que par les Infiniment petits.
En prenant les dx et dy , la régle donnera l'Analogie marquée

ici en A.
A, dy : déx 3 y : PT. :}(3)

Et si 1'on prend au lieu de ces Infiniment petits les valeurs finies
dont je viens de parler, la régle donnera l'Analogie B. -
B. 738 : 100 000 :: y : PT.
Divisant le produit des termes moyens par le premier terme de

1l'Analogie A , on aurat

y dx
PT = selon la régle.
ay
Et si 1'on fait la méme chose sur l'Analogie B, la régle donnera;
100 000 ¥
PP 58—
738

Ensuite prenant, suivant la régle, 1'égalité dififérentielle de
ax =3y, on trouve a dx = 2 y dy.

Et si 1l'on substitue dans cette égalité différentielle les valeurs
supposées de dx et dy , on aura la fausse égalité différentielle
marquée ici en C.

c. 100 000 a = 2 y 738

En prenant selon la régle une valeur de dx dans ltégalité dif-

ferentielle; multipliant cette valeur par y ; et la divisant par dy ,

on aura:

2yy
pour la valeur de PT.

a
(3) proportionnalité que nous traduiriomns par: dy/dx = y/FT
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Et si pour faire la m&me chose sur-la fausse gégalité différen~

tielle C , l'on vrend la valeur de 100 000 qui représente dx j

100 000 =

i
a

multipliant par y et divisant par 738 qui représente dy , l'on
trouvera:

2y
pour PT ,

a

comme on l'a trouvé en premant les dy et dx .Ainsi le Probléme est
résolu par les guantités finies, de,méme que par les Infiniment petits..

De 14 il vardft que le succés n'est point un effet de l'infinie
petitesse qu'on attribue aux dx et dy , puisque la régle donne la
méme chose 2lorsqu'on prend des quantités finies &4 volonté au lieu

od 1'on employe ces dx et ‘dy .

es« qu'ils seraient, dans certains cas, une
simple écriture dont la présence s'accomoderait

mal de la logiqus

Outre ce défaut, il semble gue dans la méthode des Infiniment
petits il y a une pétition de principe, en ce que ltégalité diffé-
rantielle est toujours une partie de ce que l'on demande, et quel-
quefois tout ce que l'on cherche. Par exemple, on suppose dans le
neuviénme article de cette Analyse, que pour trouver les Tangentes
des Lignes géométriques de tous les genres, on ait déja 1'égalité
différentielle. Mais quand on a une fois cette égalité, on n'a pas
besoin de tout ce que l'on dit d'ailleurs dans cet article p;ur

trouver ces Tangentes: il suffit d'effacer le d qui est dans les
ax , pour avoir la sous—tangente sur l'axe des y , et dfeffacer
le d qui est dans les dy , pour avoir la sous~tangente sur l'axe
des x . Ainsi quand on a 2 y dy = a dx pour l'égalité différen~
tielle de la Parabole, et que l'on efface le d qui est en dx ,
aussit8t on trouve 2 y dy = a ¥. ,
i x |
ou dy = —
2y

pour la sous-tangente ;sur l'axe des -y . Pareillement de dy ,

o’

effagant d&. , on trouvera 2 y y = a dx ,

2yy
ou dx =
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qui est la sous~-tangente des X .Orl'on ne s'est proposé par l'Analyse
des Infiniment Petits (art.9), que de trouver les sous-tangentes;
ainsi l'on y suppose ce gui est question, et tout ce que l'on y fait
d'ailleurs parait superflu.

... qu'ils apparaitraient ou disparait raient

dans les calculs pour des raisons mal expliquées

I1 y a encore d'autres usages du Systéme ol il semble gu'il y ait
aussi des pétitions de principe. En voici un exemple considérable
que j'ay tiré de l'Analyse des Iniiniment petits, art. 5. On a,
prescrit dans cet.article de retrancher dx.dy de la quantité y.dx +
x.dy + dx.dy; et pour rendre raison de ce retranchement, on a cité
llart. 2. de cette Analyse, qui est le méme dont j'ay parlé dans la
quatricme supposition. Selon cet article, il serait permis de prendre
- indifferemment - le reste ou la partie y.dx + x.dy au lieu du tout
y.dx + x.dy + dx.dy; et c'est en cela que consiste ma difficulteé.
Car s'il était permis de prendre - indifferemment - la partie au fiev
du tout; cette indifférence permettrait aussi de prendre le tout y.dx +
x.dy + dx.dy au lieu de la aartie y.d; + x.dy; et méme on serait
porté & le préférer, parce que c'est le tout qui se présente dans
l'opération. Ce n'est pas rendre raison de ce retranchement, de dire,
comme on a fait dans cet article cinquiéme, que dx.dy est infiniment petit
par rapﬁort 4 y.dx + x.dy: Car ces trois Infiniment petits étant des
riens absolus, l'un n'est pas plus grand que ltautre. De_pius,selon
ce qu1 s été dit icy dans les premiéres difficultés, s'il est permis
d'ﬁter dx.dy & cause de son-infinie petltesse,,ce serait aussi a
cause de la petitesse infinie qu'il serait permis de le laisser. De
sorte que dans l'Analyse des Infiniment petits on ne voit pas ce qui
détermine & prendre la partie y.dx + x.dy au lieu du tout y.dx +
x.dy + dx.dy, ou & prendre le- tout pour la, partie. Cependant cela
n'est point libre: car si l'on avait pris le tout dans cet exemple,
de cela seul s'évanouiraient tous les projets de l'Analyse des Infi-
niment petits. Il y a donc une autre raison qui oblige de préférer

la partie; et c'est cette raison que l'on n'a pas marquée dans cette
Analyse.
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Mais on peut voir dans la Méthode de Messieurs de Fermat et Barou
la véritable cause de ce retranchement; et méme il semblerait en
comparant cette Méthode & l'Analyse des Infiniment petits, que 1l'art.2
de cette Analyse n'aurait &té mis dens le Syétsme, gue pour déguiser
la formule ordinaire des Tangentes, qu'on appelle égalité différen-
tielle.

Par les difficultés que j'ay proposées jusqu'icy, l'on voit que les
Infiniment petits que l'on a introduits dans le calcul différentiel,
ne contribuent rien pour trouver la vérité, qu'ils sont encore inu-
tiles pour l'opération, et gqu'aprés les avoir mis dans une question,
il faut d'ailleurs pour la résoudre, faire tout ce que l'on ferait

si l'on ne les y avait point miq.(-u)

-

ce. que les suppositions sur les infiniment

petits seraient fausses

Ainsi l'on peut dire que les difféerences plus petites qu'aucune
quantité donnée, sont de véritables riens dans le sens des anciems
Géomdtres; et deld on voit que ce ne sont pas les différences infini-
ment petites du nouveau Systéme, puisque dans le nouveau Syst8me 1l'on
attribue & ces Infiniment petits une étendue réelle, et que l'on ¥y
fait quantité d'autres suppositions qui ne conviennent point au zéro
absolu. Mais si l'on rejetait toutes ces suppositions, il serait
vrai de ‘dire qué_les.quantités plus petites gu'aucune quantité donnée
répondent aux dx et-dy de l'égalité différentielle, qui en ce sems ne
seraient que des rien absolus, et ne désigneraient gque le point
Mathématigue .

Nonobstant toutes-ces difficultés, il est vrai de dire que l'Analyse
des Infiniment petits est un OQuvrage %Yrés curieux, et qu'il s'y trouve

quantité de choses nouvelles et trés ingénieuses.

fin

Les critiques de M. Rolle ne faisaient qu'ouvrir
une longue période de travaux et de polémiques,

-~ mot faidble quand la querelle de la priorité entre
Leibniz et Newion sera soulevée - sur les fondements
du calcul infinitésimal.
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