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Cette brochure fait suite au stage : "l'analyse en second cycle ;
1'histoire du calcul infinitésimal®, qui efit liev dans 1'académie de
Reims durant 1'année scolaire 91-92. Elle est le fruit d'un travail mené
par le groupe Histaoire des Mathématiques de 1'IREM de Reims.

A ls lumidre de textes du XVII° et du XVIII® sidcle, nous avons
essayé d'apporter un é&clairamge nouveau aux notions de base du calcul
différentiel que nous enseignons & nos &ldves : limite, continuicé,
dérivée, tangente ; entrepris d'analyser leur &volution historique. Yous
trouverez ci-aprés les textes qui nous ont paru les plus significatifs,
précédés d'une courte biographie de leur auteur et d'une présentation,

Certeins textes ont fait 1'objet d'activitds en classe, vous pour-
rez en lire le contenu et un compte-rendu. Il nous semble gue la mise en
présence de textes historiques peut pider les &léves dans leur compré-
hension des mathématiques. La lecture des programmes nous & confortés
dans cette démarche : "Il convient de mettre en oeuvre le contenu cul-
turel des mathématiques : l'introduction d'une perspective historique
peut y contribuer” (B.O. du 17 mai 1990).

Une des origines de ce travail a été& la confusion que nous avions
remarqué chez les éléves concernant Jles notions de limite, tangente et
dérivée & leur entrée en terminale scientifique. Nous avons sur ce sujet
mené une enquldte auprés de 226 Eléves du lycée Clémenceau de Reinms,
en Septembre 1991. Les résultaets de cette enquéte se trouvent a la fin

de cette brochure.

Nous espérons que vous &prouverez autant de plaisir 8 découvrir ou
&tudier ces textes, dont certains sont peu connus, que NOUS €N avons eu

nous-mémes. Toutes vos remarques ou suggestions seront les bienvenues,

Philippe DELEHAM
Genevigdve KXIENTZ
Jean Claude PENIN
Patrick PERRIN



tangente

Ja ne toucherai qu’une fois
Et vous saurez que ¢’est furtif.

Inutile de m'appeler,
Tout autant de me rappeler.

Vous aurez grandement le temps
De vous redire ce moment

Et d’essayer de vous convaincre
Que nous restons 'un contre I'autre,

GUILLEVIC
Euclidiennes, poémes
Gallimard, nrf.



p.l4

p.21

p.62

p.100

p.108

p 109

Petit historique du calcul des tangentes.

Fuclide Archiméde Apollonius : tangente & la parabole.

Fierre de Fermat : Méthode pour la recherche du maximum

et du minimum. Tangente & la cycleide,

René Descartes : Tangente & la cycloide. Critigque de
la méthode de Fermat.

Gilles Personne de Roberval : Donner les touchantes
des lignes courbes par les mouvements mémes mélez.

Tangente & la cycloide.
Izaac Barrow : Lectiones Geometricae, lecture X.

Isaac Newton : De la méthode des premiéres & derniéres

raisons. Méthode des fluxions.

Gottfried Wilhem Leibniz : Nouvelle méthode pour les

maxima et les minima.

Jean le Rond d'Alembert : Article Tangente de la Grande

Encyclopédie.

Annexe 1 : Tangente a 1'ellipse.

Annexe 2 : La cissoide de Dioclés.

Augustin Louis Cauchy : Premiére, troisiéme, quatriéme
et sixiéme lecons de calcul infinitésimal données a

1'école royale polytechnique.

Annexe 3 : Une caractérisation des fonctions monotones.

Expérimentation en premiére scientifique.

Enquéte auprés de 226 éléves de terminale scientifique.

Annexe 4 : Descartes ; Facon générale pour trouver

des lignes droites, qui couppent les courbes données,

ou leurs contingentes, & angles droits.

Annexe 5 : A propos de la méthode des fluxions.

Bibliographie.

2F B [

o






PETIT HISTORIQUE DU CALCUL DES TANGENTES

On trouve dans le livre II1 des éléments d'Fuclide (env.300 av.J.C)
la définition suivante : "Une droite qui touchant un cercle et qui étant
prolongée ne la coupe pas est dite tangente & ce cercle".

Cette conception, généralisée & d'autres courbes, se retrouve chez
Apollonius (*) dans sa construction des tangentes aux coniques.

On la trouve également chez Archiméde (*) ; méme s'il est probable
que, dans le cas de la tangente & la spirale, des considérations d'ordre
dynamique ont inspiré le géométre de Syracuse, celles-ci ne remplacent
jamais une preuve géométrique. Rappelons qu'Archiméde définit la spirale
comme le lieu d'un point qui parcourt avec une vitesse constante une
demi-droite, gqui elle-méme tourne autour de son origine avec une vitesse
EII'IEU].E ire constante,

Le principal reproche que 1'on peut faire & cette conception, est
qu'elle ne donne pas de méthode pratique de construction de la tangente

4 une courbe.

I1 faut attendre le XVII® siécle pour qu'apparaisse un changement
radical de point de vue. Ce sont les travaux de Képler {1571-1630) et de
Galilée (1564-1642) qui en sont la cause : le premier, en énoncant ses
lois sur les trajectoires elliptiques des planétes, et le second, en
posant les bases de la mécanique, orientent les travaux des mathéma-
ticiens du début de ce siécle vers 1'étude des courbes considérées comme
trajectoires d'un point en mouvement.

Ainsi Torricelli (1608-1647) et Roberval (*) développent une méthode
originale de construction de la tangente reposant sur le principe de la
composition des mouvements, principe qui avait été énoncé par Galilée.
Appliguant cette méthode cinématique, Torricelli détermine la tangente
4 une parabole de degré entier quelconque (terminologie de 1'é&poque pour
les courbes d'équation y=xn, n entier naturel) et Roberval la tangente &
la cycloide, Dans cette conception de la tangente, il y a 1'idée de
direction instantanée, et donc implicitement celle de limite. Elle est
d'une remarquable efficacité, mais n'est pas applicable & toutes les

courbes,



En 1638 Descartes (*) expose une autre méthode cinématique pour
déterminer la tangente & la cycloide ; elle repose sur la notion de

centre instantané de rotation.

Toujours en ce début du XVII® siécle, et parallé&lement aux travaux
précédents, de nombreuses autres méthodes vont éclore. Rendues possibles
par la toute nouvelle géométrie de Descartes (¥), elles consistent en
un calcul opérant sur 1'&quation de la courbe et se caractérisent par
1'utilisation de gquantités infiniment petites., Les conceptions de
la tangente, plus ou moins explicites, varient suivant les méthodes.
Dans celle de Fermat (*¥) par recherche du maximum et du minimum, on
retrouve la dé&finition euclidienne ; dans 1la lettre de Descartes &
Hardy, la tangente est la position limite d'une sécante ; pour Barrow(*)
c'est la droite se confondant avec une partie infiniment petite de
la courbe. Ces méthodes analytiques de calcul de la tangente, plus géné-

rales que les précédentes, donneront naissance au calcul différentiel.

C'est le grand mérite de Newton (*) et de Leibniz (*), que d'avoir
su réaliser une synthése des travaux de leurs prédécesseurs, mettant en
évidence 1'universalité du nouveau calcul.

Newton développa successivement trois conceptions du calcul infini-
tésimal : tout d'abord la méthode des moments ou accroissements infini-
tésimaux ; puis la méthode des fluxions dans laquelle, en s'appuyant sur
des considérations cinématiques, il considére des quantités augmentant
de facon continue, qu'il nomme fluentes, et leur vitesse d'accrois-
sement, qu'il nomme fluxions ; enfin la méthode des premiéres et der-
niéres raisons, dans laquelle il utilise des limites de rapports pour
éviter de parler d'infiniments petits. Sa technique repose sur 1'emploi
des séries entiéres et leur intégration terme d& terme.

La démarche de Leibniz est tout autre. Partant de considérations
combinatoires sur les différences premiéres et secondes de suites de
nombres, il développe les régles du calcul des différentielles et intro-
duit les notations dx et f. L'aspect algorithmique de sa démarche masque
le manque de définition de ses infiniments petits, 1'idée fondamentale
étant que dx et x sont des grandeurs incomparables. La différentielle
dy peut Btre définie & partir du rapport dy/dx considéré comme coeffi-
cient directeur de la tangente. Le travail de Leibniz est popularisé
par 1'ouvrage du marquis de 1"'Hospital :Hﬁn31YSe des infiniments petits

[1]
pour 1'intelligence des lignes courbes, qui parait en 1696.
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Lla dispute sur l'antériorité des traveux de Newton et de Leibniz
entraine, au XVIII® sidcle, les é&coles anglaise et continentale sur
des chemins séparés ; mais toutes deux vont développer de fagon extraor-
dinaire le nouveeu celcul. Les résultats vont s'accumuler dans cette
nouvelle branche des mathématiques que 1'on appelera plus tard 1'analyse
et dont 1l'efficacit® dans la mathématisation des phé&nom2nes naturels
ge ré&véle prodigieuse,

Parmi les ceuvres les plus marquantes, citons la courbe brachisto-
chrone ( premier exemple de calcul des variations ) de Jean et Jacques
Bernouilli (1697), le calcul diff&rentiel de Taylor (1715), 1'&tude
des courbes & double courbure de Clairaut (1728), 1'exposé sur la métho-
de des fluxions de Mac Laurin (1741) ; et surtout 1'oeuvre immense de
Leonhard Euler (1707-1783).

La fin du XVIII siécle voit les essais de fondement du calcul infi-
nitésimal de d'Alembert (*) dans les articles infini, limite et diffé-
rentielle de 1l'encyclopédie, et ceux de Lagrange dans sa Théorie des
fonctions analytiques"(1797). Mais il faut attendre le siécle suivant
pour que les concepts de base soient clarifiés par Cauchy (*), qui met

en avant l'importance de la notion de limite.

(*) Nous présentons un texte de ce mathfmaticien dans les pages mrivantes.



EUCLIDE ARCHIMEDE APOLLONIUS
et les autres.

- TANGENTES -

Le Grec Démocrite fondateur de I'atomisme et contemporain de Socrate avait écrit
selon Diogéne Laerce, plusieurs ouvrages de mathématiques; I'un de ceux-ci ayant pour titre
“de la différence angulaire, ou de la tangente du cercle et de la sphére”. Malheurensement
I'ouvrage, comme beaucoup d'autres de I'époque, ne nous est pas parvenue.

Passons & EUCLIDE, sur lequel nous savons peu de choses, sinon qu'il aurait vécu au
début du 3¢ME sidcle peut-étre & Alexandrie. Son grand traité de Géométrie LES ELEMENTS
nous est parvenu, il sera une référence et un modéle de rigueur jusqu'au 17¢me gidcle. Sa
valeur didactique exceptionnelle fera de lui un modéle pour beaucoup d'ouvrages
d'enseignement de la géometrie qui jusqu'au début du 20Me siécle en reprendront plus ou
moins le plan et les démonstrations. Dans LES ELEMENTS la tangente apparait au Livre IIT,
qui est consacré au cercle et & ses propriétées, et elle apparait sous la forme d'une définition
concernant la tangente au cercle:

2.Une droite qui, rencontrant un cercle et prolongée, ne le coupe pas, est dite
étre tangente 2u cercle.
3.Des cercles qui se rencontrent I'un l'autre sans se couper, sont dits &tre
tangents 'un 4 l'autre.(

On constate d'une part que dans les ELEMENTS tangent se dit seulement d'une
droite et d'un cercle ou de deux cercles, d'autre part ce sont deux définitions en terme
d'attouchement , d'effleuration , de non traversée.

Tangere: Verbe latin: toucher, frapper, atteindre, effleurer®

Au sujet de la premiére remarque peut-on affirmer quEuclide ne connaissait que ces
deux cas de tangences ? c'est peu probable, car parmi les ouvrages du Géométre Alexandrin
qui ne nous sont pas parvenus devait figurer un traité des Coniques dans lequel on pense que
les problémes de recherches de tangentes aux coniques étaient posés et résolus; ainsi les
références d'Archiméde du TRAITE DE LA PARABOLE pouraient avoir directement été
inspirées par ces livres® de méme que celles des premiers livres d'Apollonius sur les coniques.

Voici les 3 propositions ' ARCHIMEDE qui figure au début du Traité de la Parabolet*:
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PROPOSITION I

Sil’on a une parabole, sur laquelle se trouve 'arc ABT", une droite

B BA paralléle au diamétre, ou diambtre elle-
méme ('), une droite AT paralitle 3 la tan-
gente & la parabole en B, la droite AA sera
égale & la droite AT, et, si 12 droite AA est

/ égale & la droite AT, la droite AT et la tan-
[ | \ gente 3 la parabole en B seront paralls--
A A " les (*).

E

PROPOSITION II \

Si ABT est une parabole, la droite BA une E
paralléle au diamdtre, ou diamatre elle-méme, B
la droite AAT" une paralldle 2 Ia tangente 3 Ia 2 TN
parabole au point B, et si la droite EI" est une / |
tangente & la parabole au point I, les droites / ‘ A
BA, BE seront égales (%). L -l
A A r

PROPOSITION III

Si ABI est une parabole, la droite BA une paralldtle au diambtre,

B ou le diamétre méme, et, si des droites AA,

- EZ sont menées parallalement 3 la tangente

| 2 la parabole au point B, le carré de la drojte

E_/— -{Z AA sera au carré de la droite EZ comme la
/ droitc BA est 4 la droite BZ (*). Ces pro-
A“-r— a— i}_. positions sont q’ailleurs démontrées dans les

Eldments relatifs aux sections coniques (*).
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Dans ce traité de la Parabole ARCHIMEDE (-287; -212) effectue la quadrature de la Parabole,
dans les propositions qu'il admet, 1a seconde est trés connue, remarquer dans la troisiéme la
référence aux ouvrages antérieurs auxquels nous avons fait allusion.

Poursuivons avec APOLLONIUS (? -170) que nous avons cité ci-dessus. La tradition le fait
naitre & Perge, ancienne ville d'Asie Mineure et il aurait étudié les mathématiques avec les
disciples d'Euclide au Musée d'Alexandrie. Il est connu pour son grand ouvrage sur les
Coniques dont les sept premiers livres nous sont parvenus ¢t dans lesquels il traite des coniques
obtenus & partir de la section d'un céne par un plan. On lui doit, semble-t-il d'illeurs, les noms
sous lesquelles elles sont connues actuellement.

Dans le passage proposé, qui appartient au Livre I¢), APOLLONIUS démontre la
récipraque de la proposition n 2 du traité d' ARCHIMEDE sur la Parabole (Voir plus haut).
Appolonius use dun langage essentiellement littéraire car l'époque ne comnait aucun
symbolisme algébrique; C'est un raisonnement par I'absurde caractéristique des mathématiques
Grecques et pour montrer que la droite Al est bien tangente 4 1a parabole il montre d'une part
quelle touche la parabole et d'autre part reste d'un seul cBté ce qui nous raméne 4 EUCLIDE et
i sa tangente au cercle.

Voicl ce texte:...
PROPOSITION XXXl

Si I'on prend un point sur une parabole; si, de ce point, l'on
abaisse une droite d'une maniére ordonnée sur le dlamétre, et sl I'on
pose une droite égale i celle que cette derniére droite découpe sur le
diamatre, dans la direction de celui-ci, et & partir du sommet, la drolte
de Jonction, menée du palnt ainsi obtenu au polnt que l'on a prls, sera
tangente a la sectlon.

Soit une parabole dont un diamétre est la droite AB. Abalssons
une droite [A de manldre ordonnée; posons une droite AE égale 2 la
droite EA, et menons la drolte de Jonction AT. Je dis que la drolte A
prolongée tombera a I'extérieur de la section.

En effet, qu'elle tombe i I'ntérieur comme la droite I'Z, et
abaissons la droite HE de maniére ordonnée. Dés lors, puisque le
rapport du carré de BH au carré de I'A est S
plus grand que celul du carré de ZB au Z/—T
carré de TA; mals que le carré de BA est au VI W
carré de AA comme le carré de ZB est au /]
carré de TA; et que BE est 3 AE comme le / \ S
carré de HB est au carré de TA, [l s'ensuit AN |
que le rapport de BE A EA est plus grand bl
que celui du carré de BA au carré de AA. B 4 /E
Or, le quadruple du rectangle délimité sous :

BE, EA est au quadruple du rectangle
délimité sous AE, EA comme BE est & EA;
donc le rapport du quadruple du rectangle S
délimité sous BE, EA au quadruple du
rectangle délimité sous AE, EA est plus
grand que celul du carré de BA au carré de AA. Dés lors, par
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permutation, le rapport du quadruple du rectangle délimité sous BE, EA
au carré de AB est plus grand que celui du quadruple du rectangle
délimité sous AE, EA au carré de AA; ce qui ne peut avoir lieu, car, EA
&tant &gal & AE, le quadruple du rectangle délimité sous AE, EA équivaut
au carré de AA, et le quadruple du rectangle délimité sous BE, EA est
moalindre que le carré de BA , pulsque le point E n'est pas le milieu de la
drolte AB. D2s lors, la droite A’ ne tombe pas a l'intérieur de la section;

donc lul est tangente.

Quelques explications...

"de manidres ordonnées™: (droites) menées en ordre ou d'une maniére ordonnée sur
le diamétre; expression par laquelle Apollonius désigne les droites que nous nommons
actuellement les "ordonnées".(V. Eecke).

"droite AE égale 4 la drolte EA":Entendez la distance AE égale & la distance EA.

4 1
?.1:3 >IE_§=— Car Z est supposé intérieur a la parabole .
BA? ZB’
AN T TA
BE HB? . . . . .
E-TE Propriété de la Parabole d 'axe AB de sommet E (ce qui ne fait que traduire le moderne y =Jx
BE HB' ZB* BA? _ BE _ BA®
résumé: — = = i
o AE - T& TA - AA EA~ AL
or 4BE'EA=E simplification
4AEEA EAT P '
4BE.EA _BA® 4BE.EA _4AE.EA
dong ———— 5> — ation — 5 —>——5 .
4AE.EA> vy et par permutation AB? > AN
Or cette derniére inégalité est impossible car d'une part EA = AE par hypothése,
donc 4AE.EA = AA® et d’autre part 4BE.EA < BA? car E n'est pas le milieu de
AB. En effet un produit de somme donnée est maximal si les deux facteurs sont
dgaux.

Le triangle AAT est semblable an triangle ABZ

Les travaux d'Apollonius et d'une fagon plus générale de tous les géométres grecs
fascinérent les mathématiciens qui suivirent ; leurs redécouvertes 4 Iz Renaissance contribua

pour beaucoup au renouveau des mathématiques en Occident.

(1) - EUCLIDE Les Eléments Trad. par B. Vitrac PUF 1920

(2) - Dictionnaire Latin Francais du Baccalauréat.

(3) - Au pluriel car selon Ia tradition Euclide ne fut pas le seul & avoir écrit sur les coniques, il
faudrait citer les noms d'Aristée, Eudoxe de Cnide, Menechme, Dinostrate etc.

(4) - Les Ocuvres d'Archimeédes. P. Ver Eecke, Bruges, 1924

(5) - Les Coniques d'Apollonius de Perge. P. Ver Eecke, Bruges, 1923
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Pierre Fermat
(Beaumont de Lomagne 1601 - Castres 1665)

Conseiller au Parlement de Toulouse en 1631, les mathématiques n'ont ¢été pour lui
qu'un passe-temps. Peu soucieux de sa gloire, Fermat ne prenait pas la peine de publier ses
découvertes, se contentant de les communiquer 4 quelques correspondant ; ce qui ne l'empéche
pas d'acquésir une immense réputation dans le milieu savant de 'dpoque. Fermat partage avec |
Descartes linvention de la ‘Géométrie Analytique et est un des précurseurs du caleul
Différenticl et Intégral.

Dés 1629 il est en possession d'une régle pour la détermination des extremums des fonction
algébriques.

En 1632 il elabore sa méthode des Tangentes.

Avec Pascal il est considéré comme le fondateur du Calcu! des Probabilités (1654). Mais c'est
surtout en théorie des nombres que le nom de Fermat brille avec le plus d'éclat.

%
* XK

En réaction & la méthode préconisée par Descartes dans sa Géométrie (1637), Fermat
expose ses propres méthades de détermination des tangentes & une courbe découlant d'une
*régle” permettant la recherche d'un maximun et d'un minimum; vrégle” quiil prétend avoir mis
au point dés 1629 et quil donne sans justification.

Cet écrit intitulé "Methodus ad disquirendam maximam et minimam” (méthade pour
{a recherche du maximum et du minimum) fut transmis par Mersenne a Descartes le
10 Janvier 1638 et devint dés lors le principal thame de polémique entre ces deux hommes.




METHODE

poLR LA

RECHERCHE DU MAXIMUM ET DU MINIMUM.

Toute la théorie de la recherche du maximum et du minimum sup-
pose la position de deux inconnues et 1a seule régle que voiei :

Soit a une inconnue quelconque de la question (qu'elle ait une,
deux ou trois dimensions, suivant qu'il convient d'aprés I'énoncé). On
exprimera |a quantité maxima ou minima en &, au moyen de termes
. qui pourront étre de degrés quelconques. On substituera ensuite
a +e¢ 2 l'inconnue primitive a, et on exprimera ainsi la quantité
maxima ou minima en termes o entreront a et e & des degrés quel-
conques. On adégalera, pour parler comme Diophante, les deux
expressions de la quantité maxima ou minima, et on retranchera les
termes communs de part et d'autre. Cela fait, il se trouvera que de
part et d'autre tous les termes seront affectés de e ou d'une de ses puis-
<ances. On divisera tous les termes par e, ou par une puissance de ¢
d'un degré plus élevé, de fagon que dans Pun au moins des termes de
I'un quelconque des membres e disparaisse entierement. On suppri-
iera ensuite tous les termes ot entrera encore e ou Fune de ses puis-
sances et I'on égalera les autres, ou bien, si dans I'un des membres il
ne reste rien, on égalera, ce qui revient au méme, les termes en plus
aux termes ¢n moins. La résolution de cette derniere équation don-
nera ta valeur de @, qui conduira au maximum ou au minimum, ¢n

reprenant si premiere expression.
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Voici un exemnple

Soit & partager la drode AG (fig. g1) en B, en sorte que AL X G sou

IRELTURUIN.
Fig. gr.

A& .

Pusons AC = 4: soit @ un des segments, I'autre sera b —a, et le
produit dont on doit trouver le maximum : bz — a®. Soit muintenant
@ + ele premier segment de b, le second sera b —a —e, cl le produit
des scgments : ba — a! + be — 2a¢ — €*;

11 doit étre adégald au précédent : ba — a';

Supprimant les termes communs : bewn2ae+ €*; (2)
Divisant tous les termes : bun2a+e;
Supprimez e : b=2a.

Pour résoudre le probléme il faut done prendre la moitié de b.
1] est impossible de donner une méthode plus générale.

DES TANGENTES DES LIGNES COURBES.

Nous ramenons & la méthode précédente U'invention des tangentes
en des points donnés i des courbes quelcongues.
Soit donnée, par exemple, Ia parabole BDN (fig. 92), de sommet D,

Fig. 92,
—

T

s
i T ~—

| k. T

| A T
[ D — K

P

de diametre DC; soit donné sur elle le point B, par lequel il faut mener
la droite BE tangente i la parabole et rencantrant le diametre en E.
Si Pon prend sur la droite BE un point quelconque O, dont on méne

Ies notes aont regroupées en page ).
16



'm'rlunnél- Ol, en méme temps que Pordonnée BU du point B, on aura:

ch
DT > Ul’

Be LB 4 cause de la similitude des triangles. Done 2 > .
or = [E ¢ s 8 bt > e

Or le point B est donné, done Fordonnée BC, done le point C, dene
CD. Soit donc CD =d, donnée. Posons CE=a et Cl=e; on aura

o > al
d—e al+ et— 2qe

Faisons le produit des moyens ct des extrémes :

, puisque le point U est extérienr lu par.almlc Mais

da® + det— adae > da*— ate.

Adegalons donc, d’apres la méthode précédente; on aura, en retran-
chant les termes communs

det— adae v — ate,

ou, ce qui revient au méme :

de*+ atewn adae.

Divisez lous les termes pare:

da + a*vnrada.

Supprimez de : il reste a*= 2da, donc : & = 24.

Nous prouvons ainsi que CE est double de CD, ce qut est conforme
b la vérité.

Cetle méthode ne trompe jamais, et peut s'étendre 2 nombre de
questions trés belles; grace a elle, nous avons trouvé les centres de
gravité de figures terminées par des lignes droites ‘et courbes, aussi
bien que ceux de solides et nombre d'autres choses dont nous pour-
rons traiter ailleurs, si nous en avons le loisir.

Quant 3 la quadrature des aires limitées par des lignes courbes el
droites, ainsi qu’au rapport que les solides qu'elles engendrent ont
aux cones de méme base et méme hauteur, nous en avons déja longue-
menl traité avee M. de Roberval.
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La tangente & la cycloide
par
Pierre de Fermat

La cycloide qui paraissait pour la premiére fois sur la scéne mathématique soulevait

des questions importantes d'un genre nouveau.
Descartes proposa la tracé de la tangente 3 la cycloide qu'il résolut grice au centre instantanné

de rotation et Roberval grice aux mouvements composés. .
Dans le textequi suit Fermat résoud ce probléme par sa méthode générale d'adégalisation.

Prenons comme exemple la courbe de M, de Roberval [cyeloide].

Soient HBIC ( fig. 103) la courbe, C son sommet, CF I'axe; décri-
vons le demi-cercle COMF, et prenons sur la courbe un point quel-
conque, soit R, duquel il faut mener la tangente RB.

Fig. 103.

Menons par ce poiat R, perpendiculairement & CDF, la droite RMD,
coupant le demi-cercle en M. La propriété spéeifique de 1a courbe est
que la droite RD est égale & la somme de Iarc de cercle CM et de I'or-
donnée DM. Menons, d'aprés la précédente méthode, la tangente MA
au cercle (le méme procédé serait en effet applicable si la courbe COM
était d’'une autre nature). Supposons la construction opérée, et soient
'inconnue DB == a, les droites trouvées par construction : DA = b,
MA = d; les données MD = r,'RD = =, l‘arc'de ceri;le donné CM =n,
la droite arbitraire DE =e.
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Par Emenons EOVIN paralléle i la droite RMD; on A = NIVOE)

d’'oi1 NIVOE =22—2¢

a
Il faut donc adégaler (i cause de la propriété spéciﬁqurz de la

-— X
a la

courbe qui est & considérer sur la tangente) cette droite =
somme OF —+- arcCO.
Mais arcCO =arcCM — areMO. Done =222 LA 0K + arcCM — areMO.

Pour obtenir I'expression analytique dca trois derniers termes, tout
en évitant les radicaux, on peut, d'apris la remarque précédente. sob-

stituer, & OE, l'ordonnée EV de Ia tangente, et i 'arc MO, la portion de

tangente MV qui lni est adjacente. (3)
Pour trouver I'expression analytique de EY, on a dhailleurs
b rb—re.

F"—' EV’ d'ou EV = 5

Pour celle de MY, i cause des triangles semblables, comme ci-des-
. b — e L - de
SUS, 7= m’ d ol MV = T.

Enfin on a posé arcCM = ~. On aura donc analytiquement

Zer— ze rH—re e
’
(] /]

Mu'ltiplia_ut. de part ct d'autre, par ab :

zha— s becwnrba — rae + bna — dae.

Mais, d'aprés la propriété de la courbe, z=r+-n, danc sba=rba-+bra.
Supprimant les termes cammuns,

s bewn rae 4 dae.

Divisons par e: comme il ne reste ici aucun terme superflu, il n'y a
pas d'antre suppression & faire :
. r+d =z

sb=ra-+4da, d'olr =

19



Pour la construction, on fera done M.&;lMD ?—E on joindra BR

qui touchera la coarbe CR.

A+MD _MD |
Mais comme L ;1 = {e ainsi qu "il est facile de le démontrer,

. D
on peut faire 1::2 ﬁﬂ, ou, pour que la construction soit plus élé-

gante, joindre MC et Iui mener RB paralléle.

La méme méthode donnera les tangentes & toutes les courbes de
cotte espéce. Nous avons indiqué il ¥ a longtemps leur construction
générale.

Note 1: OQeuvres, tome III page 144 - 145.

Note2: Le signe "\ est du aux traducteurs.

(4)

Note3: Ici on voit Fermat adégaliser un arc de courbe MO avec un segment de

tangente MV
Note 4 :* Mais comme MA+ MD _MD ainsi qu'il est facile de le démontrer"
DA DC
Preuve
A
4
ek
~7 o
D', ool B S
R _— '
S " 7o D
il B I I.'.
, | |
H F G
MA+MD _ MA+1V1D _ 1 ttang = 14sin ot
DA DA DA cosa " cosa

MD _ sinf  cosa
DC 1-cosf 1-sina

et ces deux quantités sont égales.
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René DESCARTES
( La Haye 1596 — Stockholm 1650 )

Natif de la Touraine, Descartes est sans doute le philosophe fran-
cais le plus céldbre. En mathématique 11 créa avec Fermat la gfoméirle
analytique ; il simplifis les notations algébrigques et découvrit les
principes de 1'optique gEométrique, En 1629 11 se rendit en Hollande ot
il vécut vingt ans. Descartes publia & Leyde en 1637 son fameux Discours
de la Mé&thode, accompagné de trois traités scientifiques : La Dioptrique

Les Mét&ores et La Géométrie,

Le texte gqui suit est une lettre au P&re Marin Mersenne datée du
23 Aofit 1638. Dans cette lettre Descartes donne, pour la tangente en un
point donné d'une cycloide ordinaire, allongée ou raccourcie, une cons-

truction fondée sur la considération du centre instantané de rotation.

* *
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DESCARTES A MERSENNE,
23 aolt 1638,

Mon Reuerend Pere,(1)

I'ay efté bien ayfe de voir les queftions que celuy
que vous eftimez le principal de vos Geometres con-(2)
fefle ne fcauoir pas; car ie pourray efprouuer, en les
cherchant, fi mon analyfe eft aufly bonne que la leur.

La premiere de ces queftions eft de trouuer les tan-
gentes des courbes decrites par Je mouuement d'vne
roulete’®A quoy ie refpons que la ligne droite qui
pafle par le point de la courbe dont on veut trouuer la
tangente, & par celuy de la baze auqueltouche la rou-
lete pendant qu'elle le decrit, coupe toufiours cete

tangente a angles droits. En

L ¢ forte que {l on veut, par exem-

Ao g : .

7. £ i ple, trouuer la ligne droite qui
3/ ‘u/ |

A " touche au point B la courbe
\ \> ‘ ABC, defcrite fur la baze AD
= . par I'vn des poins de la circon-
ference de la roulete DNC, il
faut mener par ce point B la ligne BN parallele 2 la
baze A D, puis mener vne autre ligne du point N, ou
cete parallele rencontre la roulete, vers le point D, ou
cete roulete touche la baze, & apres cela mener BO
parallcle 2 ND, & enfin BL qui la rencontre a anglés
droits; car cete ligne BL eft 1a tangente cherchée.

De quoy ie ne mettray icy qu'vne demonftration qui
eft fort courte & fort {imple. Si on fait rouler vn po-
Iygone redtiligne, quel qu'il foit, fur vnce ligne droite,
la courbe defcrite par I'vn de fes poins, quel qu'il fot,
fera compofée de plufieurs parties de cercles, & les
tangentes de tous les poirs de chafcune de ces parties

Les notes sont: regroupées pege 27.
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de cercles couperont a angles droits les lignes tirees
de ces poins vers celuy auquel le polygone aura tou-
ché la baze en decriuant cete partie. En {uite de quoy,
confiderant la roulete circulaire comme vn polygone
qui a vne infinité de coftez, on voit clairement qu'elle
doit auoir cete me{me proprlete c'eft a dire que les
tangentes de chafcun des poins qui font en la courbe
qu elle decrit doiuent couper a angles droits les ligries
tirées de ces poins vérs ceux de la baze qui sont tou-
chez par elle au mefme tems qu'elle les decrit.

Ainfy, lorlqu'on fait rouler I'hexagone ABCD fur
la ligne droite EFGD, f{on point
A deferit la ligne courbe EHIA, I fﬁA

. . . P
compofée de I'arc EH, qu'il decrit P .
pendant que cet hexagone touche H/
la baze au point F qui eft le cen- / c]\
tre de cet arc, de I'arc H1 dont le i :
centre eft G, de l'arc [ A dont le
centre eft D &c., par lefquels centres paflent toutes
les lignes qui rencontrent les tangentes de ces arcs a
angles droits. Or le mefme arriue a vn polygone de
cent mil milions de coftez, & par confequent aufly au
cercle. fe pourrois demonfirer cete tangente d'vne
autre fagon, plus belle a mon gré & plus Geometrique;
mais ie I'obmets pour efpargner la peine de I'efcrire,
a caufe qu'elle feroit vn peu plus longue.

Or il faut remarquer que, lorfque la baze de cete
courbe eft egale a la circonference du cercle quon
imagine rouler {ur cete me{me baze pour la defcrire,
ainly que ie I'ay fupofée en I'exemple precedent, cete

D
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courbe n'a que la vouture d'vn demi cercle, c'eft a dire
qu'en chafcun de fes bouts la tangente de fon dernier
point eft perpendiculaire fur cete baze. Mais lorfque
fa baze eft plus courte, fes deux bouts font repliez en
dedans de part & d'autre, en forte que plufieurs de
ces reuolutions font vne telle figure : WoovETY.

Or pour trouuer les tangentes de cete courbe, &
{cauoir exaGtement ou elle commence ainfy a fe re-
plier, il faut imaginer que le point qui la deferit eft
au dehors de la roulete, & fuppofer deux bafes : I'vne
fur laquelle eft defcrite la courbe, comme icy AE, fur
laquelle 1a courbe ABCD eft
defcrite par le point D, 1oint
par dehors a la-roulete FG,
en telle forte qu'il defcrit le
cercle ED autour de cete rou-
lete au mefme tems qu'il def-
crit la courbe ABCD fur le
plan AD; & vne autre bafe
comme B G, fur laquelle fe
meut la roulete FG, dont la demi-circonference doit
eftre egale a la demi-bafe AE. Etles tangentes {e me-
furent icy par le cercle D E & le point G, ou la roulete
F G rouche {a bafe BG, en forte que, pour trouuer la
ligne qui touche cete courbe, par exemple au point C,
il faut mener CN parallele a la bafe, & ioindre le point
N, qui eft dans le cercle DNE, au point G ou la roulete
touche {abafe, puis mener CP parallele a NG, &cete CP
eft perpendiculaire fur CL qui eft Ia tangente chercheée.

D
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En (uite de quoy on voit clairement que le point B,
ou la feconde bafe B G rencontre cete courbe, eft ce-
luy ou elle commence a fe replier en dedans; car la
tangente de ce pointeft perpendiculaire furla bafe AE.

Que {i la bafe de cete courbe eft plus longue que la
cir conference du cercle que trace autour du centre
de la roulete le point qui la decrit, {es deux bouts font
repliez en dehors, en forte que plufieurs de {es reuo-
lutions font vne telle figure ~~~.~~ . Et pour trou-
uer fes tangentes & {cauoir ou elle commence a fe re-
plier, il faut imaginer que le point qui la decrit eft
au dedans de la roulete, &

ainf{y fuppofer vne feconde L d
bafe B G, fur laquelle fe e
meut la roulete FG, dont H,[_H'”(Hbﬂ
la circonference eft egale , "\ L\ B\\ E
a cete bafe, pendant que . \ \ \\;“L'-,!
P G

le point D, qui decrit la
courbe fur 'autre bafe A E, decrit autour du centre de
la roulete le cercle DE. Puis, pour trouuer la tangente
du point C, pris a difcretion en cete courbe, il faut
mener CN parallele a la bafe, & ioindre le point N,
qui eft dans le cercle D E, au point G, ou la roulete
touche {a bafe, puis tirer C P parallelea NG; & CL,
qu'elle rencontre a angles droits, eft la tangente
cherchée.

En {uite de quoy, pour trouuer le point H, ou la
partie de la courbe A H ceflfe d'eftre concaue, &
HCD d'eftre conuexe, il ne faut que tirer du point G
vne ligne comme G R, qui touche le cercle DRE au
point R, & de ce point R mener RH parallele a la
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bafe. Ft il eft a remarquer quil ne peut y auoir
aucune ligne droite qui touche cete courbe AHC
en ce point H, a caufe qu'il fait la feparation de fes
deux parties, dont l'vne eft concaue & l'autre con-
nexe. Or ces determinations fi fimples & fi faciles
peuvent cftrc prifes pour la feconde chofe que
M+ voftre Geometre a confeflé ne {gauoir pas; car
bien -qu'il ait dit en auoir vne demonftration, mais
qui cftoit longue, & qu'il en defiroit feulement vne
plus courte, il n'a pi toutefois en auvoir qui determi-
naft exa@ement aucune de ces chofes, puifqu’il n'a
pt trouuer les tangentes.

Au refte, il eft a remarquer que tant ce que 1'ay icy
efcrit des tangentes, que ce que ie yous. auois mandé
cy deuant touchant l'efpace que contienent ces lignes
decrites par vne roulete circulaire, {e'peut aufly
eftendre a toutes celles qui font decrites par des rou-
letes qui ont d'autres figures, telles qu'elles puiffent
eftre. Excepté feulement que, touchant I'efpace, 1l
faut que les circonferences de ces rouletes {oient
conuexes & que leurs parties oppofées foient fem-
blables, comme lor{qu’elles ont la figure d'vne Ellipfe
ou de deux hvperboles aiuftées I'vne contre lautre,
&e. Etil eft fi ayfé de leur appliquer les demonftra-
tions que ie vous ay enuoyées, que cela ne vaut pas
la peine que ie l'explique. Mefme il n'y faut changer
que fort peu de chofe, lorfque les circonferences de
ces rouletes ne font pas toutes conuexes. Et ainfy le
ne croy pas qu'il v ait gueres rien a dire touchant
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ces lignes, qui ne foit compris en ce peu que ie yous
en ay efcrit.

Il faut aufly remarquer que les courbes defcrites
par des rouletes font des lignes entierement mecha-
niques, & du nombre de celles que i'ay reietées de ma
Geometrie; c'eft pourquoy ce n'eft pas merueille que
leurs tangentes ne fe trouuent point par les regles que
i'y ay mifes. ®

Lettre de Descartes & Mersenne, &dition Clerselier III 65 page 350

Notes :

(1) : Le pdre Marin Mersenne { 1588-1648 ) de l'ordre des Minimes &tait
en rapport é&pistolaire avec tout le monde savant de la premiére moitié
du 17° siécle ( Fermat, Descartes, Roberval, Galilée )., Il détermina les
rapports des fréguences des notes de la gamme et la vitesse du son. Il
publia 1‘'Harmonie Universelle en 1636.

(2) : Le principal de vos géométres ; il s'agit de Roberval.

(3) : roulete appelée également trochoide ocu cycloide. La roulette est
certainement une des courbes les plus &tudifes & cétte &poque.

"La roulette est une ligne si commune, qu'aprés le droite et la
circulaire, il n'y en a point de ai fréquente ; et elle se décrit si
souvent aux yeux de tout le monde qu'il y a lieu de g'étonner qu'elle
n'ait point &t& considérée par les anciems, dans lesquels on n'en trouve
rien : car ce n'est pas autre chose que le chemin que fait en 1'air le
clou d'une rove, quand elle roule de son mouvement ordinaire, depuis que
ce clou commence & s'€lever de terre, jusqu'd ce que le roulement con-
tinu de la roue 1'ait rapport& & terre, aprés un tour entier achevé ;
supposant que la roue soit un cercle parfait, le clou dans sa circonfé-
rence, et la terre parfaitement plane". B.Pascal 10/10/1658.

(4) : Pour Descartes la normale & une courbe parait plus alsée 3 déter-
miner que la tangente. Dans la Géom&trie publiée en 1637, Descartes pro—
pose une méthode géndrale de détermination d'une normale & une courbe,
méthode ne canvenant que pour les courbes algébriques ( cf annexe ).

Descartes imagina sa c&ladbre théorie du centre instantané de rota-

tion dans la premidre &dition latine de sa Géométrie (1649).
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*

En 1637-1638 a lieu la polémique 4 propos des tangentes entre
Fermat et Descartes., Dans la lettre suivante qui est adressée & Hardy
Descartes essaie de justifier 1a méthode proposée par Fermat dans le
court essel 1ntituld "Methodus ad disquirendam maximam et minimam” et
que lui avait trensmis le Pare Mersenne en Janvier 1638.

* *

Monlfieur,

Au refte, ie vous fuis tres obligé de ce que vous
auez {olitenu mon party, touchant la regle De maxi-
mis de Monfieur de Fermat, & ie ne m'eftonne point
de ce que vous n'en iugez pas plus aduantageufement
que ie n'ay fait; car, de la fagon qu'elle eft propoiée,
tout ce que vous en dites eft veritable.

‘Mais pour ce que iay mis, dés mon premier Efcrit
qu'on la pouuoit rendre bonne en la corrigeant, & que
i'ay tofijours depuis fodtenu la mefme chofe, ie m'af-
fure que vous ne ferez pas marry que ie vous en die
icy le fondement; aufli bien ie me perfuade que ces
Meflieurs, qui l'eftiment tant, ne l'entendent pas, ny
peut-eftre mefme celuy qui en eft I'Autheur.

Soit donc la ligne courbe donnée ABD, & que le
point B de cctte ligne foit auffi donné, 2 {cauoir, Ie
fais l'ordonnée BC = b, & le diametre AC »¢, &
qu'on demande vn point en ce dizmetre, comme E,
qui foit tel que la ligne droite, qui en {era menée vers
B, couppe cette courbe en B, & encore en vn autre
point, comme D, en forte que l'ordonnée DF foit &
'ordonnée B C en raifon donnée, par exemple, comme
g i k. Vous fganez bien que, pour trouuer ce point E,
on peut pofer EC »a, & CF=¢ & dire premiere-
ment. a caufc des triangles femblables ECB & EFD.

Les notes sont regroupSes page 32.
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commeCExagefRaBC=hainfiEF va-te.cll i DF,

qui par confequent eft DF = 8¢ pyis 4 caufe que

DF eft I'vne des ordon- B

nées en la ligne courbe, T
|

on la trouse aufli en ,E'*’f/
c

-

d'autres termes, qui fe- _F
ront diuers, felon les
diverfes proprietez de g A\

cette courbe. Par exem-
ple, {i ceft la premiere \“‘“mﬁ
-

des lignes que Monfieur —
de Fermat a imaginées a I'imitation. de g parabole, (g
ceft 4 dire celle en laquelle les fegmens du diametre
ont entr'eux mefme proportion que les cubes des og-
données, on dira, comme AC= ceft 1 FA = c+e, ainfi
le cube de BC, qui eft 5%, eft au cube de D F, qui, par
les termes trovuez cy-deflus, eft 2 3¢t2e & 3pace 1 o

ba-t-be

Car cecy eft le cube de2222¢ pyjg mul:ip]iaut les

moyennes & les extremes-de ces quatre proportio-

B2 4 3b%ac 1 3bhaer -+ beb
nelles, ¢ |c 4 e| 5*} & < eae ¥ e - B on 4

ch? + eb? - cbla® L 3dcaae -!-}- Iatee + che?

¥

. . Et divifant le
tout par 6%, & le multipliant par a%, il vient
@ ctade = catt } caae + 3 caee 4+ ce®, & oftant
de part & d'autre cd?, il refte e » 3 caae + } caee-+
ce’, Et enfin, pour ce que le tout fe peut diuifer par e,
il vient *= 3 caa + } caccee. Mais pour ce qu'il
Y aicy deux quantirez inconnués, & feauoir a & e, &
qu'on n'en peut trouuer qu'vne par vne feule équa-
tion, il en faut chercher encore vne autre, & il eft aifé”
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par la proportion des lignes BC& D F,quicfl donnée;
<4 feauoir : comme g eft & h, ainfi BC b eft a DF
o 22+l & par confequent bl = ghat el ou bien
ha = ga+ ge; et par le moyen de cette équation on
trouue aifément I'vne des deux quantitez a ou ¢, au
lieu de laquelle il faut par apres fubftituer en l'autre
équation les termes qui luy {ont égaux, afin de cher-
cher en fuitte 'autre quantité inconnué: Et c'eft icy
le chemin ordinaire de I'Analyfe pour trouuer le
point E, ou bien la ligne CE, lors que la raifon qui eft
entre les lignes| BC & DF eft donnée. Maintenant
pour appliquer tout cecy 2 I'inuention de la tangente
(ou, ce qui eft le mefme, de la plus grande), il faut feu-
lement confiderer que, 1ors que EB eft la tangente, la
: . ligne DF n'eft qu'vne

ﬁﬁf’"i" auvee BC, & toutefols

_ qu'elle doit eftre cher-

J_,__:f"”'y ‘ _ chée par le mefme

= <Al —= e calcul que ie viens de

. \ mettre, en {uppofant
~ feulement la propor-

B tion d'égalité, au lieu

_ de celle que 1'ay nom-
mée de g & h; a caule que DF eft rendué égale a BC
par EB, en tant qu'elle eft la tangente (au moins lors
qu'elle 'eft), en mefme fagon qu'elle eft rendué double,
ou triple &c., de BC, par la mefme EB, en tant qu'elle
couppe la courbe en tel ou tel point, lors qu'elle I'y
couppe. Si bien qu'en la feconde équation, au lieu de
ha = ga + ge, pour ce que & eft égale a g, on a feule-
ment 2 ©a + e, ¢'eft i dire, e-é’gul a rien. D'odt il efl
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cuident que, pour trouuer la valeur de la quantité a, il
ne faut que fubflituer vn zero cn la place de tous les
termes multipliez par e, qui fonten [a premiere équa-
tion, laquelle eft a® 2 3 caa 4- 3 cae 4-cee, c'eft 2 dire
qu'il ne faut que les effacer. Car vne quantité réelle
eftant multipliée par vne autre quantité imaginaire,
qui eft nulle, produit toufiours rien. Et cecy eft I'eli-
fion des Homogenes de Monfieur de Fermat, laquelle
ne fe fait nullement gratis en ce {ens-la. Or cette eli-
{ion eftant faite, il ne refte icy en noftre équation que
a* 2 3 caa, ou bien a2 3 ¢; d'ois l'on apprend que,
lors que EB eft la tangente de la ligne courbe pro-
polée, la lig(ne) EC eft neceffairement triple de la
ligne AC. '

Voila donc le fondement de la regle, en laquelle il
y a virtuellement deux équations, bien qu'il ne foit
befoin d'y faire mention exprefle que d'vne, a caufe
que l'autre fert feulement 2 faire effacer ces Homo-
genes. Mais il eft fort vray-femblable que Monfieur de
Fermat ne I'a point ainfi entendug, & qu'il ne I'a
trouude qu'a tiitons, veu qu'il y a obmis la principale
condition, 4 fgauoir celle qui prefuppofe ce fonde-
ment, ainfi que vous pourrez voir, s'il vous plaift,
par ce que i'ay mandé cy-deuant deuoir y eftre cor-
rigé, dans vne Lettre addreffée au R. Pere Mer{enne .
Ie {uis,

Correspondance Descartes Hardy
Oeuvre de Fermat tome IV page 48 & 51.
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-Notes

(1) : Claude Hardy ( Le Mans 1604 - Paris 1678 ). Ami- de Descartes, il
jona avec Mersenne le rdle d'arbitre dans la polémique entre Fermat et
Descartes @& propos du traité de Maximis et Minimis. I1 fut conselller
4 la cour des comptes, puis congeiller au Chatelet 3 1l connaissait une
trentaine de langues. Il & traduit les Données d'Euclide.

(2) : L'exemple &tudi& par Descartes est en termes modernes 1la courbe
d'squation y=|x|’ ; 1'axe des y &tant horizontal et 1l'origine du repare
située en A.

(3) : La méthode exposée ici par Descartea revient & considérer la
tangénte comme la position limite de la sécante EBD lorsque les deux
points B et D se confondent. Descartes adopte un proc&dé d'ad&galisation
analogue & celui de Fermat, mais 11 adégale BC et DF alors que la métho—
de de Fermat consiste & adégaler DF et DF , le point D' de la tangente

et le point D de la courbe se projetant tous deux sur l'exe en F.

Descartes a donn&é deux autres méthodes de détermination de 1a
tangente. Dans la premiére la tangente est considérée comme la position
limite d'une sécante tournant autour du pied de la tangente. La seconde
utilise la recherche d'un cercle tangent 2 la courbe per la méthode du

point d'intersection double.
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Gilles PERSONNE de ROBERVAL
{ Roberval 1602 — Paris 1675 )

Gilles Personne vit le jour dans une famille paysanne prés de
Senlis ; il prit en 1628 le nom de son lieu de naissance. En 1632 1l est
professeur de philosophie au collége de Maitre Gervais et deux ans plus
tard 11 obtient la chaire créee par Ramus au Colldge Royal de France ;
i1 la gardera jusqu'd sa mort. Surtout comnu du grand public pour la
description de sa céldbre balance, Roberval a trés peu publiéd de son
vivant, un treité de statigue en 1636 et un d'astronomie en 1644. Par
contre 11 transmit & 1'académie des Sciences, dont il fut membre dés sa
création en 1666, de numbreuses notes portant sur la cycloide, la compo-
sition des mouvements, les quadratures par la mSthode des indivisibles,

la recherche des centres de gravité.

Le texte suivant est extrait d'un des huit traités rassemblés par
1'abbé Gallois et publiés en 1693. L'ouvrage s'intitule : "Observations
gsur la composition des mouvements et sur le moyen de trouver les tan-~
gentes des lignes courbes". Roberval considére les courbes comme trajec-

toires d'un point mebile, la direction du mouvement &tant celle de la

tangente.
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PROBLE.ME I.

OxwxER lcs touchantes des lignes courbes pat
les mouvemens mémes melez. .
Mais nous fuppofons giwon nous cn donne affez de
p opriétez fpécifiques, qui nous faflent connoitrc lcs
mouvemens qui les décrivent.

Axiome , o8 principe d'invention.

! A dircftion du mouvement d'un point qui deerit

unec ligne courbe, cft1a rouchante de la ligne cours

be en chaque pofition dc ce point-l1a,
Lc principe cft aflez intclligible,, & on Paccordcera
ficilement dés quon Faura confideré avee un peu d'at.

gencion,
Regle gc’ncrafc.

A R 16s propri¢rez {pécihques de fa ligne courbe
( qui vous {cront dqnncc:s ) cxamingz l.cs divers mou-
vemens qu le point quila Jéeric } Mendroitou vous voul-
Yoz mener latouchante: de rous €cs mouvemens cainpof¢z
en un feul, ircz la ligne dc dircdtion du mouvement
compof¢ , vous aurcz 1, rouchante de la ligne courbe.
L2 démonfiration cft mot & mot dans notre principe.
Y parce qu'clle cft trés. géndrale, & quellc penc for-
vir 3 tous los éxemples que nous ¢n donncrons, 1l ne
fcra point i propos dc la repeLer.
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Le Traité des indivisibles fut publi& pour la premiire fois en 1693
dans les mémoires de 1'Académie des Sciences, Dans l'extrait qui suit,
se trouve la cé&ldbre quadrature de la cycloide datant de 1636, einsi que
la construction de sa tangente, Ici Roberval interpréte le mouvement
d'un point décrivant une cycloide comme résultant de la composition de
deux mouvements, un de translation uniforme et un de rotation uniforme.
I1 trouve la tangente en composant les vitesses ( de méme module ) de

ces nouvements.

s,

-

i
._"

: -\- I

Gilles-Personne de Roberval

Traité des Indivisibles
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TraiTe DES INDIVISIRLES,

EXPLICATION DE LA ROULETTE.

O us pofons quele Jiamérre AB ducercle AEFGB

fe meur paraliclement 2 foy - méme, comme s'i
c.olt emporté par quelquiantre corps ,Jufgues & cequil
foir parvenu cn CD pour achever le demi-cercle ou de-
mi-tour. Pendant qu'il chemine, o point A de 'extré-
miré dudic diamécre macche par la circonference du
cercle AEFGB, & fair autanc de chemin que te diamé-
tre, enforee que qum)d le diamérre eft en CI le poine
A ofl venu en B, & la ligne AC fv vouve cgale a la
circonference AGHB  Or ecrte courle du diamérre fe
divife en parties infinies & &gales tane ence'elles quh
chaque paruc de la circonférence AGR, l:u]uc]lc'ﬁ' 1=
vife aufli en parcies infinies toures ¢aales enor'elles & aux
parties de AC parcournés par je diaméere, comme il a
écé dic. Ln aprés je confidcre le chemin qu'd faic Jedie
point A porté par deux mouvemens, Pun diamdérre en
avant, I'antre du fien propre dans la circonference, Vour
trouver ledic chemin, je voy que guand 1l eft veou en
E il eft élevé au-deffus de fon premier lien duquel 1l
eft parta; ceree hauteur fe margue rant du poine Foau
Jiamétre AB un finus E1, & le finus Verfe Aveft la
hauteur dudic A quand il ¢ft venu en E. Demémequand
il elt venn en F | du poinc F fur AB je rive le finusl 2,
& Az fera la houccur de A quand ila faic deux pornons
Je 1a circonfirence, & cirant le finus Gg,le finus Verfe
A 3 fera la haureur de A quand il eft parvenu en G;
& faifant ainfi de tous les licux dela circonférence que

1es notes sont regroupSes page 9.
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TrRAITE DES INDIVISIBLES,

parcourt A, je trouve rouces fes hauteurs & élevemens
pardeflus l'exerémiré du diameere A, qui font A1, Az, -

As.Aq,Ag, A6, A7, donc, alin J'avoit les licwx par
ou palle Jedie poine A, fgavoir la ligne qu'dl forme pen-
11§
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TRAYTE DES INDIViISIDy g,

dant fes deux mouvemens, je porte toures fes haurenrs
{fur clm_cup des diami‘tl;cs M R N 3 O R P, Q, R > S, T , &
je trouve que M1, N2,03,P4,Q 5, R4, S§7 foncles
mémes que celles qui rontpriﬁ:s fur AB. Puisje prends.
les mémes finus E1, F 2, G, &ci& je les porte fur
chaque hautclir trouvée fur chaque diamétre, & je les
tire vers le cercle, & des extrémitez’de ces finus {o for-
ment deux ligines , dont 'une et A8 910111213 14D,
& lautre Ar 23 45 671 Je feat comme g'elt faie la
ligne A'$ 9 D; mais pour fcavoir quels mouvemens onc
produit Pautre, je dis que pendant que ABa parcowrn
Ia ligne’ AC, le point A cft monté par laligne AB, &
a marqué tous les points1,1,3,4,5,6,7, le premier
cfpace pendant que AB eft venu en M| le (ccond pin-
dant que AB eft venu en N, & ainfi roujours ¢palement
d'un clpace A Paarre jufques 3 ce quele dizmérre foic ar-
rivé en CDj alors le point A ¢ft monté en B. Voild
comment s'eflt formee la ligne A 123 D. Or ces denx
lignes enferment un cfpace, érant Eparées 'une de 'au-
tre par tous les finus, & fe rejoignant enfemble aux deux
cxerémitez AD. Or chaque partic contenui entre ces
denx’ lignes eft égale 3 chaque partic de Paire du cercle
ALEB contenug dans la circonférence d'icelut ; car Jes.
uncs & les autres font compolées de lignes égales, fea-
voir de Ia hauteur Ay As, &c. & desfinus L1, Fa,

&c¢. qui fonr les mémes que ceux des diaméires M, N, O,
&c. ainfi la figure A 4 D 12 eft ¢gale au demi-cercle
AHB.. Or la-ligne A 1 23 D divile le parallelograme
ABCD en ‘deux également, parce que les lignes dune
moitié font égalesaux lignes de autre moitié | & la ligne
AC alaligne BD; & partant felon Archimede, 1a moi-
tié eflt égale au cercle, auquel ajolitant le demi-cercle,

{cavoir l_’crp:lcc compris entre les deux lignes courbes,

en aura un cercle & demi pour Pefpace A§oDC &
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Tratre pes INDIVISIBLES,

faiant de méme pour autre moitié, touee la Agurc de
la cycluide vandra truts tuis le cercle.

Pour trouver la tangente de la ﬁgurc ¢n un poinl‘.
donné, je tire dudicpoinc unc touchante au cercle qui
pafleroic par ledic potnc, car chaque poine de cercle (e
mezut {elon la touchance de ce cerele. Je confidére on-
fuice Ie mouvemene quc nous avons donné X norre potnc
emporeé par le diameere marchant parallelement 3 (oy-
mume. Tirant du méme poincla ligne de ce mouvemene,

fi je paracheve le parallelogramme: ( qui doit tofijours.

avoir les quarre coeez gaux lorfque le chemin du poine
A par la circonférence eft égal au chemin dudiaméere
AB par la igne AC) & {1 du méme point je tire la dia-
gonale, yat la rouchance de la figure qui a el ces deux
motlvemens pour {a compalition , {eavoir le circulaire
& le diredt. - Voild comme on procede en telles opéra-
uons quand on pofe les mouvemens égaux. Que i on
Jes aveit pofez enquelyu’aucre ratfon | comme fi lorfque
'un parcoure dans un cemps Pefpace d'un pied, Fautre
parcourare dans le méme temps Pelpace d'un pied & de-

mt, ou cnautce raifon il faudroic tirer les conféquen--

ces (uivane ladice ratfon.

Notes
{1) : sinus Verse B = 1 - cosB

(2) : Roberval a sans doute &été influencé par Simon Sté&vin (1548 - 1620)
qui un demi sidcle plus t8t avait &noncé sa régle du parallélogramme des
forcea, Vers 1640 Evangelista Torricelll (1608 - 1647) developpa une
méthode des tangentes =i proche de celle de Roberval qu'il y eut que=-
relle de priorité et accusation de plagiat.
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ISAAC BARROW

( Londres 1630 - id. 1677 )

Premier titulaire de la chaire Lucasienne de Mathématiques au Tri-
nity College de Cambridge, il fut & la fols un spécialiste de la géomé-
trie des anciens Grecs et un précurseur du calcul infinitésimal. Il céda
sa place en 1669 & un de ses &tudiants promis & un bel avenir, Isaac
Newton. Apréds une carriére & la Cour comme chapelain du roi, 1l retourna
4 Cambridge & la t@te du Trinity College.

Les Lectiones Geometricae, imprimSes en 1670, sont un véritable
traité de calcul différentiel avant la lettre ; on y trouve par exemple
ia darivée d'une somme, d'un produit, d'un guotient, la dérivation comme
inverse de l'intégration. Ces legons sont écrites dans le plus pur lan-
gage géométrique, excepté en fait la lecture ¥ que nous en Avons ex—

traite.
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LECTURE X

D'une certaine facon nous avons terminé la premiére partie de notre sujet. En
supplément nous sjouterons sous forme d'appendice, une méthode, que nous utilisons, pour
trouver les tangentes par calcul. Toutefois je ne sais pas, aprés tant de méthodes de ce genre
connues et rebattues, si on peut faire quelque chose de son utilisation. Encore fais-je celle-ci
sur les conseils d'un ami, et pour cela de bon gré, parce M
que celle-ci me parait étre plus avantageuse et générale en 1
comparaison des autres que j'ai examinées. ‘

Soient AP, PM deux lignes droites données en N _R

position, (telles que PM coupe la courbe proposée en M)
et soit MT supposée toucher la courbe en M et couper la ' ‘ ‘
droite AP en T, Dans le dessein de rechercher maintenant
la valeur PT de la méme droite" je prends I'arc de courbe
MN indéfiniment petif; puis je trace les droites NQ _ _
paral]élesﬁMPetNR&AP;jenommeMP=m;PT=t; P ‘
MR =2 ; NR = e ; et je désigne par leur nom les autres A __— _‘
droites déterminées par la nature particuliére de Ia courbe
et utile & ce qui est proposé; Je réunis en une égalité, découverte par le calcul, MR, NR elles
mémes (et parmi celles ci MP, PT) ; en observant en méme temps les régles suivantes.

1. Dans le calcul je rejette tous les termes, dans "lesquels a ou bien ¢ ont des
puissances d'eux-mémes, ou bien dans lesquels ils sont multipliés entre eux (en effet ces termes
ne valent rien)®,

2. Aprés que I'égalité ait été éuablie je rejette tous les termes formeés de leftres
désignant des quantités constantes ou déterminées ; ou bien dans lesquels ne se trouve ni 4, ou
e. (en effet tous ces termes amenés dans une des parties de I'égalité donneront toujours quelque
chose égal  rien) |

3. Je substitue & la place de a : m hui-méme {ou bien MP); 4 la place de e : t lui-méme
(ou bien PT). A partir de quoi la valeur de PT elle-méme deviendra connue.®

Parce que si une partie infiniment petite d'une courbe quelconque entre dans le calcul,
on pourra substituer exactement & cette endroit une petite partie de tangente ; ou bien (2 cause
de linfinie petitesse de la courbe) une droite équivalente.

Mais ces points seront rendus plus clairs par des exemples.

T Q P

Les notes sont regroupfes pege 44,
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Soit 1a droite EA (donnée en position et grandeur)
et |2 courbe EMO dont la propriété est de telle sorte que la
droite MP é&tant tracée dune maniére quelconque, i
perpendiculaire & EA, la somme des cubes de AP et MP 7

soit égale 4 la droite AE au cube.

SupposonsnonunésAE=r3AP=f;deli

Exemple I

AQ=f+e; et AQ cube = 3 + 3ffe + 3fee + &3 ; (ou biea 7R
aprés avoir rejeté ce qui est superflu, d'aprés ce qui & été "

dit) = 3 + 3ffe. De méme NQ cube = cube de m-a =

m3 - 3mma + 3maa - a3 (clest & dire) m3 - 3mma. Clest

pourguoi on a 8 + 3ffe + m3 - 3mma = (AQ cube + 0"".

NQ cube = AE cube =) r3 et aprés avoir rejeté les donnees,
3{fe - 3mma = 0 ou bien ffe = mma ; et substituant au lieu de r, et e, m et t eux-mémes, il

3

viendra ft = m3 ; ou si on veut t= m? - donc PT est la quatriéme proportionnelle en raison

continue de AP et PM.

4

Semblablement , i on avait APGq® + MPqq = AEqq il serait trouvé que PT == ou

f

que PM est la quatriéme proportionnelle en raison de AP et PM ; en fait je ne sais pas si ces
lignes Cyclafornies sont dignes d'études.

1 QF 3
| |
|
. |
Nl
N |
M\ L
|
J |
H

Exemple II

Supposons que l'angle ABH soit droit, et soit la
courbe AMO, de sorte que par A ayant conduit d'une
maniére quelconque la droite AK, qui coupe la droite BH
en K, la courbe AMO en M, on suppose que la sous-
tandente AM est égal 4 I'abscisse BK®). On doit tracer la
tangente en M & cette courbe.

Faisons tout ce quion a dit au-dessus, (aprés
avoir tracé ANL) nommons AB =r et AP = ¢, de li
AQ=_q-e;demEmeQN=m-a;donc
qq+ee-2qe+mm+aa-2ma=(AQq<4>+QNq=
ANg = ) BLq ; c'est 4 dire en rejetant (Comme il a &é
dit) tout ce qui doit I'étre: qq - 2qe + mm - 2ma
= BLq. D'un autre c5té AQ.QN::AB:BL®™ clest 4 dire q -
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m-T1a , rrmm +rraa-2mma

e.m-asr,BL= aussi ———— ——m=BLq ; ou bien (ayant rejeté ce qui est
q-e qq +ee—2qe
superflu) — m - 2emma _ BLq = qq —2qe + mm —2ma. ou bien
qq—2qe

rrmm—2rrma = q* — 2q’e + qqmm —2qqma — 2¢°e+4qqee— 2qmme +4qmae ; aprés avoir
rejeté ce que nous avons dit : ~2rrma = —4q’e—2qqma — 2qmme ou bien '

frma - qqma = 2q°e+qmme; ou en substituant m 4 la place de a, et t & la place de ¢, il vient :
rrmm-qqEm _ _ py.

rroim - qgmm = 2q°t —qmmt ou

2q® —qmm
Sources
Lectiones Geometricae : I. Barrow 1670
Notes
1-  Suivant la tradition de I'époque, Isaac Barrow cherche & déterminer la sous-

tangente PT.

2. Comme on peut le vérifier sur les exemples qui suivent, cette régle 1 consiste a
faire un développement limité & Yordre un. Négliger les termes d'ordres
supérieurs, "gui ne valent rien ", revient a confondre la courbe avec sz tangente
entre les points M et N, ainsi que le dit explicitement Barrow quelques lignes
plus loin.

3:  Cette figure, dite du triangle caractéristique, est célébre dans Ihistoire du calcul
des tangentes. Le triangle MRN & cOtés infinitésimaux est semblable au triangle
MPT dont les catés ont des longueurs assignables.

4:  Cette condition définie la courbe AMO.

5. APqq signifie AP4, de 1a méme fagon AQq signifie AQ2

6: 3Se Lt AQ est & QN comme AB est 4 BL pour nous c'est la
AQ AB

proportion aN =Bl

Traduction libre ; Jean Claude PENIN
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Isaac NEWTON
(Woolthorpe Lincolnshire 1642 - Londres 1727)

Ftudiant au Trinity College de Cambridge, il siintéressa particuliérement & la
Géométrie de Descartes et aux optiques de Képler. Sous ['égide dTsaac Barrow, auquel il
succéda comme professeur 4 Cambridge en 1669, il avait dés cette date fait de grandes
découvertes en Géométrie et posé les fondements de son oeuvre. Il en fit état dans le
manuscrit : " De analysis per aequationes numero terminorum infinitas", non publié avant 1711
mais qui circulait parmi ses amis. Newton utilise l'infiniment petit 4 la fois géométrique et
analytique de maniére analogue & Barrow et Fermat et étend son application par le théoréme
du Bindme(®, :

En 1671 il présenta son téléscope 4 miroir ; en 1672 il exposa sa théorie des couleurs
sur la composition de la lumiére blanche.

Dans les "principes mathématiques de la philosophie naturelle" paru en 1687, il jette
les bases dune nouvelle physique : la théorie des forces centrales et la loi de l'attraction

universelle.
A la base de son second treité le plus étudié : "Méthodes des fluxions et des séries

infinies”, écrit vers 1671 mais non publié avant 1736, se trouve la notion de mouvement

instantané.® 11 y introduit sa notation caractéristique du calcul différentiel (x, ¥, ... ). Ses
procédures algorithmiques sont encore utilisées actuellement.

En 1669 il est élu & I'académie des sciences, dés que cette institution peut admettre en
son sein des savants étrangers. En 1703 if est élu président de la Royal Sociéty et le restera
jusqu'a sa mort. Il eut droit & des funérailles dignes du héros national quil était devenu dans
80N pays.

Le premier texte qui suit est extrait des "Principes”:

Newton y développe un point du vue cinématique .Il se défend d'avoir une vision
atomiste.
Sa conception du nombre est plus proche de celle de Wallis que de celle de Barrow :
un nombre est moins une collection d'unités qu'un rapport abstrait d'une quantité 4 une autre
(rapport incluant les nombres irrationels).

Le deuxiéme texte est exirait de [a "Méthode des fluxions”.

Dans cet ouvrage Newton considére les quantités variables comme générées par le
mouvement continu d'un point : 11 appelle fluxion la quantité proportionnelle au mouvement
générateur et fluente la quantité générée.

1l pose clairement le probléme fondamental du calcul différentiel : 1a relation entre
deux quantités étant donnée, trouver celle entre leurs fluxions et réciproquement, il considére
le probléme des tangentes comme inverse de celui des quadratures.

las notes sont regroupfes pege 55.
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PRINCIPES MATHEMATIQUES

DE LA PHILOSOPHIE NATURELLE.

DU MOUVEMENT

DES CORPS.

LIVRE PREMIER.

SECTION PREMIERE,

De la mbthode des premieres & dernieres raifons employée dans
tour cet Onvrage.

LEMME PREMIER.

Les guantitds & les raifons des quantitds qui wendent continuellement &
devenir égalet pendant -un temps fini , & qui avant la fin de ce temps
approchent tellement de Dégalith , que lewr différence ¢ft plus petize
qu'aucune différence donnée 5 devieanene & la fin dgales.

ga| ! on le nie, qu'on fuppofe qu'elles foient 2 la fin inégae m————
S les, & que leur derniere diftrénce foit D, puifqu'clles wouversur
%) n¢ peuvent pas approcher plus prés de Iégaliee que ™"’ ©°*"*
de cere différence doonde B, leur différence ne fera donc pas

Plus petite que tonte différence donnée, ¢ qui et contre I'hy-
pothéfe,
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Ainfi, lorfque dans la fuite je confidérerai des quantités comme
compofies de particules détermindes, 8 que je prendrai pour des
lignes droices de petites partions de courbes; jenc défignerai point
pr-1i des quantitds indivifibles, mais des quantités divifibles
évanouiffantes de méme, ce que je dirai des fommes & des raifons, v
doit tonjours s'entendre non des particules déterminées, mais des
limites des fommes& des raifons des particules ¢vanouiffantes; &
poue fentir 12 force de mes démonftrations, il faudca toujours fe
rappeller 1a méthode que j'ai fuivic dans les Lemmes précédens.

On peut dire, contre cc principe des premicres & dernieres
raifons , que les quantités qui ¢évanouificnr o'ont point de der-
nicre proportion cntr'clles; parce qu'avant de gévanouir, 12 pro-
portion qu’elles ont w'eft pas la dernicre, & que lorfqu'elles fonc
dvanouies , ¢lles n'en ont plus aucune. Mais on pourroit' foute-
nir par le méme raifonnement qu'an corps qui parvient d'un
mouvement taiformément retardéd un cereain kicu od fon mou-
vement s'éteint, n'a point de derniere virel ; Car, diroir-on, avant
que ce corps foit parvenu A ce lieu, il n'a pas encore fa demiere
vitefle, & quand il I'a atcine, il n'en 2 aucunc,puil.'qu'nlors fon
mouvement & éreiat. Or,laréponfed cet argument cft facile;

==-— on doit cntendre par la derniere vitefie de ce corps celle avec

gununey Jaguelle il fe meut, non pas avant d'avoir ateeint le liew ol fon

———— mouvement ccflc, non pas aprés’qu’il 2 ameint ce lieu, mais
celle quil a dans Pinftant méme qu'il ateine ce dornicr lien
& avec laquelle fon mouvement ceffe. Il en el de méme de Ia
derniere raifon des quantités évanouiffantes, il faut entendre par
cette raifon celles quiont entr'elles des quantités qui diminuent,
non pas avant de s'évanouir, ni aprés qu'elles font évanouics,
mais cellc qu'elles ont dans le moment méme quislles s'évanonil-
fent. De la méme maniere, la premicre raifon des quanticés naif-
fantes eft celle que les quantités qui sugmentent oot 2u moment
quelles naifient, & la premiere ou dernicre fomme de ces quan-
tités eft celle qui répond an commencement ou & la fin de leur
éxiftence , ¢'cft-i-dise , au moment qu'clles commencent 3 aug-
menter ou gqu'clles cefflent de diminuer.
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Il y a une certaine borne que Ia vitefle d'un corps peut atteindre
dla fin de fon mouvement, & qu'elle ne fcauroit paffer; c'efk
cecee vitefle qui eftJa derniere virefle du corps. Ik en cft de méme
des limites & des proportions de routes les quantités qui com-
mencent & ccfient. Comme certe limite eft cornine & définie,
c'eft un probléme trds géoméerique que de 1a déterminer; car on
peut regarder comme géométriques tous les problémes o il gagie
de déterminer zvec précifion quelque quantité,

On objectera peut-ftre que G les dernicres raifons quont
entr’clles lcs quantitds qui.s'évanouiffent foor données, les der-
nieres grandeurs dc ccs quantités feront aufli données; & qu'ainfi
toute quantité fera compofée d'indivifibles, au contraire de ce
qu'Enclide a démontré des incommenfurables dans le dixiéme Livre
de fes élémens. Mais cette objedion porte fur une Mppofition
Faufle; car les dernieres raifons qu'ont entr’elles les quantités qui
gévanouiffent ne font pas en effes les raifons des dernieres quan-
titds , on de quantités déterminées & indivifibles, mais los limices
dont les raifons des quantités qui décroiffent & Iinfini approchene

fans cefle, limites dont elles penvenr roujours approcher plus prés
que dacune dififrence donnée, qu'elles ne peavent jamais pal-
fer , & qu'elkes ne fauroienc anteindre, fi ce n'cft dansl'infini,

On comprendra ccci plus clzirement dans les quantités infini-
ment grandes. Si deux quantités, dont Ia différence eft donnde,
augmenrent 3 Vinfini , leur dernicre raifon fera donnée, & fera
cerainement la raifon d'égaliré ; cependant les dernieres, on les
plus grandes quantités anfquelles répond cette raifon, ne feront
point des quantitds données, Donc, lorfque je me fervirai dans la
fujte, pour &re plus clair, des motsde quancicts dvanoniffantes ,
de guantieés dernieres ,de quancitls sebs petizes , il ne Faut pas enten-
dre par ces exprefiions des quantités dune grandeur dérerminés,
mais toujours des quanticds qui diminuent  Iinfini.
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METHODE DES FLUXIONS.

LVIIL Ainfidans l'Equatiun. 6=y, fi y repréfente In lon- !

gueur de I'Efpace décrit & un tems quelconque,, lequel tems un zu-
we Efpace x en augmentant d'une viteffe uniforme x méfure & re-

préfente comme décrit, alors 2xx repréfentera la vitefle avec la-
quelle dans le méme inftanc I'Efpace y viendra i éwe décrit ¢ vice
verfa; & c'eft de-1i que j'ai dans ce qui fuit confideré les Quantitds
comme praduires par une augmentation continuelle 4 la maniere de
PEfpace que décrit un corps en mouvement,

LIX. Mais comme nous n'avons pas befoin de confiderer icile
tems autrement que comme exprimé & méfuré par un mouvement
local uniforme, & qu'outre cela nous ne pouvons jamais compa-
rer enfemble que des Quantités de méme genee, non-plus que leurs
vitelles d'accroiffement & de diminution; je n'aurai dans ce qui
fuit aucun égard au tems confideré proprement comme tel; mais
Je fuppoferai que Pune des Quandités propofées de mémne genre doic
augmenter par une Fluxion uniforme, 4 laquelle Quantité je rappor-
terai tout le refle comme fi c’éroit au tems; donc par Analogie
cetre quantité peut avec raifon recevoir Je nom de tems ; ainfi quand
dans la fuite ‘pour donner des idées plus claires & plus diftin&es, je
me fervirai du mot Z'ems, je n'entends jamais le tems proprement
pris comme tel , mais feulement une autre Quantité par 'augmen-
tation ou Fluxion de laquellele tems peut &tre expprimé & méfuré.

L X. Yappelletai Quantités Fleentes , on fimplement Flzentes ces.
.Quantitds que je confidere comme augmentées graduellement &
indefiniment, je les repréfenterai par les dernigres Letrres de I'Al-
fhabetv, x,y & z pour les diftinguer des autres quantites qui dans

¢s Equations font confiderées comme connués & dérermindes qu'on
repréfente par les Lettres iniciales 4, 4, ¢, &c. & je rsp:éfcntem parles

mémes dernieres Lettres furmontdes d'un point 7, %,y & £ les vicef-
fes dont les Fluentes font augmentées par Je mouvement qui les
produit, & que par conféquent on peut ap.peller Flaxions. Ainfi

pour la Vitefle ou Fluxionde » je meurai v, & pour les vitefles
de x, y, £ je mentrai x, _j; ’ ;Ucfpe_&'tgemeqt.
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32 METHODE
PROBLEME 1

Esant donnée la Relation des Quantités Fluenses, sroue
la Relation de lenrs Flaxions, )

SOLUTION.

I Isposez I'Equation par laquelle Ia Relation donnée eft
D exprimée fuivant les Dimenfions de l'une de fes Quanricds
Flueutes » par exemple, & multipliez fes Termes pat unc Pro_

greflion Arithmetique quelconque, & enfuite par :’:.. faites cetre Opé-

ration {éparément pour chacune des Quanticds Fluentes ; aprés quoi
égalez & zero la fomme de tous les produits , & vous au:czci’E-
quation cherchée.

IL ExeMrre L Sila Relation des Quantitds Fluentes & ¥
eft x)—axd 4 sxy — y3 =m0, difpofez d'abord Jes Termes fuivant
x, & enfuite fuivant y, & multipliez-les comme vous voyez.

Multipliez x3 —axt  daxy—yi| —yr day I'fn

pat EL.Z 00 Lo r , I . o
x X X ¥ ¥

Vousaurez 3uxt —aaxx +axy . | —zpr apx

la fomme des produits eft 3xx2 — 24x% + aky — 3yp2 + ayx, qui
deant égalée & zero, donne la Relation des Fluxions & & yicacfi
vous donnez & volonté une valeur & x, 'Equation x3 — qx* o g
— 3 ==0, donnerala valenr dey; ce qui émne dérermin ’
Yon aura #:y 11 3y* = dn't 348 e 200+ ay, |

IIL ExemPLE I1. Sila Relation des’Quantitéds x,y 8 x,eft
exptimée par 'Equation 2y3 - x2y — 207543 Y3l —2z) =0

Multiplicz 2ys 4 xx xy 23| yus 4 3P} [ 3gxEacyxtxiy

—2cZ —2ryg -~y
- 3% Bl § £ 4
. . LR .
par ¥.o. = | 2= o R,% e | o
¥ : x z T z
. ' . . X .
Vosawrezgip,  +25| aiy [ ykbbsry—aeis e

(*) Un exemple comenté est donné en ennexe pege 108.
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donc la Relation des Fluxions x, y ¢ £ eft 4.;}:.-}-!‘; -4 :.ny
3721 o XL Y = 207 y ==0.

Ijé,: Mais c!omm:ﬁ Y a trois Quanticés Fluenres x, y & «, il
fant une autre Equation pour que la Relation entt’elles & encre leurs
Fluxions, puifle &re entierement déterminée; comme fi Pon fup-
pofc que x-+ y—%=o0, I'on trouvera par cette Regle une autre
Relation x 4 j—r:=ocnuc leurs Fluxions, En les comparant avec
les Equations précedentes, & chaffant I'une des trois Quantités, &
auffi I'une des Fluxions, vous aurez une Equation qui déterminera
eaticrement Ja Relation de tout le refte.

V. Lorfque dans I'Equation propofée, il fetrouvedes Frattions
complexes, ou des Quantités fourdes, je mets pour chacune autant
de Lettres, & les traitant comme des Fluentes, j'opere comme au-
paravant, aprds quoi je fupprime ces Letres comme vous le voyez.

VI ExemprLe 1IL gi Ja Relation des Quanritds « & y eft
donnde par yy = udim xV s — x% m= 0 pour xV¥ 44— xx jécris £
& j'ai les deux Equations gy — 44 —x==0, &alxt—xt—z2
=m0, dont la premicre donnera 29y — z==1o pour la Relation des
Vitefles ou Fluxidns y & £ & la feconde 2a3xx — 4xxs — 153

et % pour la Relation des Virefles % & g, &

=0, 0l

v - 'l ’
chaffantxonaura a _;y—ﬂ'%ﬁ——— o dans laquelle Equation remet-
—z’.r =pe 2yx*

eant sV aa = x¥, 3u lieu de 2, il vient ayy —
la Relation cherchde entre x & j

Va4 — xx = 0 powt

Dzmonfiration de la Solution.

XIIL Les momens des Quantités Fluentes( c'eft-2-dire leurs
parties indefiniment petites, par l'acceffion defquelles, dans des par-
ties indefiniment petites de tems, elles font continuellement aug-
mentées) font comme les Viteffes de leur Flux ou Accroiffement.

XIV. Sidonc le produit de la V:itcﬂ'c * pat une Quantité inde-
finiment petite #, c'eft-d-dire, fi xo repréfente le moment d'unc
Quantité quchDI.'quIF X les moments des aurres v, , & feront
repréfent?s par ve,ye, zo, parce que vo ,'-a , X0, %e font chacuns
commes, ¥, x,x:

XV. Puis donc que les moments comme xo , y'o font les ac-
ceflions ou aﬁ%mentat'mns indefiniment petites des Quantités Fluen~
tes x & y pendant les indefiniment petits intervales de tems, il fuit
que ces Quantités x & y aprés un intervalle indefiniment petic de

tems, deviennent x ==x0 & y4-yo, & par conféquent I'Equation
quien tout tems exptime également fa Relarion des &uamités luen

tes, exprimena Ia Relation entre x +- %o & y + yo tout auffi-bien
quentre x-& g5 ainfi on peut fubftiruer dans la méme Equation
%+ x0 & § ~ ye, au lien de x &¢ y.

XV, Soir donc l'Equarign donnée quelconque x3 == ax* = dxy
=yi=0 je fubflitue » -~ x0 pour x, &y - yo poury, & j'a

X3 —4—3:“;:'--!- 3;c=aax -1-.1;193
— Kt -—-.11;:0.;: ——.ﬂ;iu
seaxy = axey ayox = axye0
Y3 == peyt e 3yre0y veyiod
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X VII. Maintenant j'ai par fa fué:poﬁtion X Gk~ kg == 43
=o, jefface donc ces Termes dans I'Equation précedente, &
ayant divil€ par o tousles Termes qui reflent, j'aurai sxx2 — 2452 -
gy — gy ok JX00X — aXs0 = Y% = 3P0y o xbr e exyo
—~ y30* = o. Mais comme ¢ a dit &ire fuppofé infiniment petit ,
pour pouvoir repréfenter Jes momens des ‘Quantitds, les Termes
quil mulrplie font nuls en comparaifon des autres, je les rejetre

donc, & il me refle 3xx* — 2422 4= AXY == aYX — 3yy1e= 0, Com.
me ci-deffus dans PExemple premier. .

XVIIL On peur obferver ici que les Termes qui ne font pas mul-
tipliés par » S'évanotiifent roujours, comme anfli ceux qui fonr mul-
tipliés par o €levé & plus d'une Dimenfion, & quele refte des Ters
mes érant divifé par ¢ acquiert la forme qu'il doit avoir par Ia régle
prefcrite ; & Ceft ce qu'il falloit l;rouver.

XIX. De ceci bien entendu fuivent aifément les autres chofes
comprifes dans la régle s %ue dans I'Equation propofée il peut fe trou-
ver plufieurs Quantités Fluentes & que les Termes pevvent frre
multipliés non feulement par le Nombre des Dimenfions des Quan-
tités Fluentes , mais auﬂ'ﬁaar d’autres Progreflions Arithmetiques
quelconques ; enforte cependant que dans I'Operation il y ait la méme
difference , & que la Progreflion foit difpofée felon le ' méme ordre
des Dimenfions. Ces chofes étant admifes , le refte qui eft compris
dans les Exemples 3, 4 & 5, fera aflez clair.

PROBLEME 1V,
Tirer les Tangenses des Courbes,

PREMIERE MANIERE

1. N peut tirer les Tangentes différemment , felon les diffé.

‘rentes Relations des Courbes aux Lignes droites, & pre-
micrement foir BD une Ligne droite
Ordonnée fous un Angle donné 3 une
aucre Ligne droite AB; prife pour Bafe
ou Abfciffe, & foit BD terminée 3 une
Courbe ED. Faites mouvoir cetteQOrdon-
née & faites-lui parcoutit un Efpace in-
définiment petic & patvenir 4 éd. Elle
aura augmenté du Moment ¢4 , randis
que AB aura augmenté du Moment Bé,
auquel De eft égal & parallele. Prolongés Dd julgu's ce quelle
rencontre AB en T , cette Ligne touchera la Courbe en'D oud,
& les Triangles 4D, DBT feront femblables ; ce qui donne TB :
BD :: Dcou Bé ; cd, )

I1. La Relation de BD 4 AB eft donnée par I'Equation 4 Ia
Courbe ; cherchez par le Prob. 1. Ia Relation des Fluxions , &
g:enez TB 4 BD dans le Raport de Ia Fluxion de AB i Ia Fluxion
de BD ; la Ligne TD touchera la Courbe au Point D.
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IIL ExzmPLE 1. Nommant AB, x & BD, y , foit Jeur
Raport %) «= #x* == axy ~— y} »= 0. Celui des :!:"'luxions fera yxx®
—24KX - d;:_y-i-d).'x-—;_}‘yt == 0, Ainli x:y :: 30¢ — 24x

abe gy 3 3yt = ax 1: BD (}]:BT.DoncBT=,,.::,‘:_,,.'

Etle PoincD & delalesLignesDB & AB ou x &y érant données,lalons
gueur BT fera donnée , ce qui détermine la Tangente TD.

1Y. Mais on peut abréger I'Opération ; faites les Termes de I'E=
quation propofée égaux a zero-, mulpliez-les par les nome
bres des Dimenfions de I'Ordonnée , & mettez le Réfultar au
Numerateur ; multipliez enfuite les Tetmes de la méme Equation
par les . nombres des Dimenfions de PAbciffe , & mettez le

produit divif¢ par FAbcifle an Dénominateur de Ia Valeur de BT,
g: prenez BT du cétéde A , fi fa Valeur eft pofitive , & du céed
oppofé G fa Valeur eft négative.

o 1 3

V. Ainli I'Equation %5 o ~ dxy = y3 == 0, étant multi.

pliée parles Nombres du deﬂ'usz, donnexaxy - 3y? pour le Nume-
rateur ; & multiplide par les Nombres de deffous & divifée par x ,

-%onne 3%% == 24x ~= ay pour le Dénominateur de la Valeur de
T.

V L. Ainfi FEquation y3 w— by3 == ¢dy ~ta béd 4= diy = 0,
qui défigne une Parabole du fecond genre par le moyen de laquelle
-D;fmm: conftruifoit les Equations de fix Dimenfions, Voyez fa
Géometrie pag. 4. Edit. & Amferdam 1659, donne i I'Infpeition

V=S emedy - day vy __ 2y __ —
o youly —= ¢ = x == BT,

VIL Et de méme a* — —;-xi-—_y* = 0, qui défigne une EL

—

Jipfe dont le Centre et A, donne ==, ou 7, == BT, & ainfi

des autrcs.v ?
VIII. Vous pouvez remarguer qu'il n'importe de quelle pran:
deur foit PAngle & Ordinarion ABD. e g
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Notes :

1:  Pour déterminer une aire, 4 linverse de ses prédécesseurs, Newton ne fait pas
une somme d'aires infinitésimales mais il détermine d'abord l'accroissement de l'aire et trouve
ensuite l'aire elle méme qui est pour nous lintégrale définie de la fonction représentant
l'ordonnée: Soit une courbe donnée de sorte que I'abscisse soit x et l'ordonnée y, l'aire est

m+n

2x " . Six augmente d'un infiniment petit o (notation de James Gregory) la

zZ=
m+n

mt+e

a.(x+o0) " . Dans cette expression

nouvelle abscisse est x+o et laire z+o.y= mi B
appliquons le théoréme de binGme, divisons par o puis négligeons les termes contenant encore

0. On obtient y= a.x". Ainsi si laire est donnée par z= !:_ .ax " alors la courbe est
m+n

définie par y = a.x" et réciproquement.

2:  Newton considérait toute tentative d'explication de la notion de mouvement
instantané comme liée 4 la métaphysique.

55






G. W.Leibniz
Leipzig 23 Juin 1646 Hanovre 14 Novembre 1716

Né & Leipzig d'un pére professeur de droit et de morale il acquiert un culture
d'honnéte homme . Il sintéresse & T'histoire , puis étudie la jurisprudence, la théorie du droit &
Altdorf et sinitie & la chimie chez les Rose-Croix.

En 1666 il publie: "De ente Combinatoria” qui conticnt les permutations, les
combinaisons; "cum3natio”. Tl n'utilise pas nl. Si l'apport de cet ouvrage est modeste il n'yena
pas eu d'autre sur le méme sujet jusqu'd la théorie des groupes: Leibniz approche fort les
notions d'idéal et de treillis.

En 1670, il se déclare philosophe et prend la défense d'Aristote et de St Thomas
contre les scholastiques.

En 1671 il publie deux traités de mécaniques: I'un dédié A PAcadémie des sciences de
Paris, 'zutre 4 la Société Royale de Londres.

Envoyé en France en 1672 pour convaincre Louis XVI d'entreprendre la conquéte de
I'Egypte, il échoue dans sa mission, mais rencontre Huyghens, Armauld et étudie Pascal. 1l
continuera de mener une casriére politique & travers I'Europe.

Aprés avoir rencontré 4 Londres en 1673 le chimiste Robert Boyle ainsi que le
secrétaire de Ja Société Royale il invente le calcul différentie] dont il fixe les régles.

I'ambition scientifique cohabite chez lui avec T'ambition métaphysique et le calcul
infinitésimal lui sert d’argument philosophique.

L'infini mathématique présuppose un infini de nature spirituel; il requiert Dieu comme
cause et comme modéle, il est expliqué par Dieu et l'exprime.

La polémique sur la priorité de linvention du calcul infinitésimal entre Newton et
Leibniz empoisonnera la fin de la vie de Leibniz.

On Tui doit les notations actuelles du caloul différentiel *f 7 vax" qui seront
adoptées méme en Angleterre dés le XIX © siécle.

*
* XK

Le texte ci-dessous est extrait de la revue:"De acta eruditorum” de Leipzig fondée en
1682 (par Otton Mecke). Leibniz contribuera a la fondation de cette revue, il y voyait
I'équivalent d'un collége de savants. Un grand nombre d'articles mathématiques que Leibniz y
fera paraltre mettent en oeuvre le calcul différentiel.

Dans l'extrait proposé Leibniz est volontairement formaliste présentant les résultats
comme des algorithmes qui se justifiaient par eux-mémes (11 s'est expliqué ailleurs plus en
détail).

Son génie est ici d'expliciter et de formaliser la liaison opératoire pergue depuis
longtemps entre I'établissement des tangentes et le calcul des quadratures.

Se réclamant d'Archiméde plutdt que de Descartes il utilise la notion de fonction qu'il
substitue & celle d'équation; une fonction est pour lui une correspondance entre éléments
quelconques appartenant & des multiplicités données. On voit chez lui la naissance de lidée
d'isomorphisme.

Pour lui, les infiniments petits sont des "choses idéales ou fictions bien fondées",
(analogues aux racines carrées des nombres négatifs) : si la mesure d'une quantité désignable
est la somme des ses parties, linfinitésimale, quantité évanouissante p'est ni une partie, ni une
somme de parties mais une rdgle de variation qui permet de déterminer des grandeurs
désignables.
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NOUVELLE METHODE POUR LES
MAXIMA ET LES MINIMA,

et de méme pour les tangentes,
ni aux quantités fractionnaires,

qul ne s'oppose
ni irrationnelles,

et un genre de calcul pour eux.
D'aprée les Actes des Savante de Leipsig de l'an 1884 (NT) .

a3 Y
D
& [~ AN P
1 _H_H"“*c.
ad L
\ \ X v
2V wi /Z \
E
Fig. 29
B

58

Soit l'axe AX,et plu-
sieurs courbses, comme VV,
WW, YY, ZZ,dont les ordon-
rdosnormales 3 l'axe, VX,
WX, ¥X, 2X, qui solent ap-
pelées respectivement v,w,
y, % ; et que l'abscisse
elle-méme AX depuis l'axe
soit appelée x.Soient VB,
WC, YD, ZE, les Tangentes
allant & la rencontre de
1'axe respectlvement aux
points B,C,D,E. En outre,
qu'une certaine droite pri-
se A volonté soit appelée
dx: et que la droite gqui
goit & dx, comme v ( ou w,
ouy, ou z) est & XB { ou
XC, ou XD, ou XE) (NII),
soit appelée dv(ou dw, cu
dy, ou dz,soit la différen-
ce des v mimes(cu des w mé-
mes,ou des y, ou des 2).
Cela étant posé,les regles
du calcul seront telles.

Solt a une quantité
constante donnée, da sera
égal & 0, et dax sexadgal
3 adx: si y est fait égald
viou l'ordonnée que tu veux
de la courbe YY égale &
1'crdonnée gua tu veux ¢or-
respondant & la courbe W),
dy sera égel 2 dv. Mainte-
nant 1'Addition et la
Sougtraction 1 sl z -y +
wtx_est fait égal 3 v,

d z—y+wex ou dv sera &gal
a dz- dy+de+ dx. Multipli-
oation : d xv sera égal A



NOUVELLE METHODE POUR LES MAXIMA.

xdv + vdx, ou y étant posé égal A xv, dy sera fait xdv + vdx. Car i1 est &
volonté d'employer ou la forme comme xv, ou par abréviation une lettre pour
elle comme y. On dolt noter gque x et que dx sont traités de la mdme fagon
dans ce caleul, comue y et dy, ou une autre lettre indéterminée avec sa 4if-
férentielle. On doit encore noter que le retour de la différentiells a
1'équation n'est pas toujours donné, si ce n'est avec une certaine précau-
tion dont [nous parlerons ] ailleurs. Ensuite Iz Divieion d% ou (z étant

+ -
posé égal & -;-, dz sera égal 2 tvdy 3 ydv

Quant aux Signea, cecl est & beaucoup noter : lorsque dans le
calcul est substituée pour la lettre, simplement sa différentielle, certes
les mémes aignes sont 2 conserver, et pour +z, écris + dz ; pour -z, écris
-dz ; comme 11 apparait de l'addition et de la soustraction posées un peu
avant ; mais quand on en vient & l'explication des valeurs, ou gquand est
considérée la relation de z méme % x, alors i1l apparalt si la valeur de
dz méme est une guantité positive, si elle est plus petite que rien ou
négative : et ensuite quand cela est fait, alors la tangente ZE est menée
depuis le point %, non vers A, mals dans les parties contraires ou en
dessous de X, ce qul est alors guand les ordonnées elles-mémes décrolssent,
les x ¢roissant. Et parce que les ordonnées elles-mBmes maintenant croissent,
maintenant décroissent, dv wsera maintenant une quantité positive, mainte-
nant négative, et dans le premler cas la tangente .,V .B est mense vers A ;
dans le suivant .V o8 vers les parties adverses : d'autre part nl l'un ni
1'autre n'aest fait “dens le milien vers M, moment ol les v mémes ni ne crols-
sent ni ne décroissent, mais elles sont en repos, et pour cette raison dv
est fait égal & 0, ol la quantité n'importe en rien, n'est faite ni positive
ni négative,car + 0 égale-0 : et en ce lieu v méme, c'est-a-dire l'ordonnée
LM, est mazimale | ou minimale si elle tournait la convexité vers 1'axe),
et la tangentes & la courbe en M n'est pas conduite au-dessus de X vers les
parties A, et 13 approche de l'axe, ni en dessous de X vers les parties con-
traires, mais elle est paralldle A l'axe. 51 dv et dx sont égaux, la tan-
gente fait un angle demi-droit A l'axe. 5i les ordonnées v croissant,leurs
accroissements ou différences dd v crolssent (ou si les dv étant positifs
les différences des différences ddv sont positives, ou négatifs, négatives),
la courbe tourne 1o comvexitd vers l'axe ; autrement, lg concaviié : ol
assurément 1'accroissement est maximum, ou minimum ; ou quand les accrolsse-
ments sont falts croissants A partir de décrolssants, ou contrairement, la
est un point de flexion contraire, et la concavité et la convexité se per-
motent entre elles, presque, et 14 ofi les ordonnées seralent faites aé-
croissantea A partir de croissantes, ou inversement, alors en effet la conca-
vité ou la convexité persisterait : d'autre part que les accroissements con-
tinuent de croitre ou de décroftre, de plus gque les ordonnées solent faites
décrolssantes & partir de croissants, ou le contraire, ce ne peut étre fait.
C'est pourquol un point de flexion contraire a lieu, quand ni v ni dv ne pa-
raissant 0, pourtant ddv est 0. D'oli encore le probl2me de flexion contraire
n'a pas deux racines égalse comme le problime du maximum, mals trois.Et tout
cela certes est attaché & l'emplol correct des sigmes.

Parfols d'autre part les 5ignge 2 employer sont ambigus, comme
récemment dans la division, & savoir avant qu'il soit reconnu comment ils
devraient &tre délivréa. Et certes si les x croissant, les v croissent
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NOUVELLE METHODE FOUR LES MAXIMA,

(déczoissent), les signes ambigus dans d%ou dans £ vd;r; ydv doivent
&tre ainsi délivrés, afin que cette fraction soit faite une quantité posi-
tive [négative) . D'autre part ¥ indique le contraire de I méme,de sorte
que si ceci est fait + cela est fait - , ou l'inverse. Plusieurs ambigultés
peuvent se présenter dans le méme calcul, que je distingue par des paren-

théses, par exemple 81 1;- +-¥ +$ était égal A w , 11 arriverait

+ vg!x; ydv . Idzz:?) zdy , LE) xdv“t’(ﬂ} vdx _ de , d'ailleurs les
ambiguités issues des divers termes seralent mélangéea. Oh il doit &tre noté
que le signe ambigu supporté en soi-méme donne +,dans son contraire il donne
- , dana l'autre ambigu il forme une nouvelle ambiguité dépendant des

deux.

Puissances : dx® = ax™ ! dx, par exemple dx* = 3x% dX ’d';lii' -

- ;afi‘ , par exemple si W est fait é&gal A i—’g— ' dw sera fait - ii-éi
Racines : d xa = -:- dx xa-P  (pe 12 d ‘; Y = dy ’
24y

. a 1
en effet Aans ce cas a est 1 ot b est 2 ; done 3 v xa-b est 3 1 ¢

d'aillenrs ¥ ! est le méme que % , d'aprés la nature des exposants de la
progression Géométrique et \‘, 1 est 1 ); d s = — adx .
Y \’? Y v ¥xa b Y[ xbt+a

D'autre part il aurait suffi de la rigle des pulssances entidres tant pour
les fractionnaires que pour les racines A déterminer, car la puissance ast
faite fractionnalre quand l'exposant est négatif, et est changde en racine
quand l'exposant est fractionnaire : mals j'ai mieux ainé déduire mol-mime
ces conséguences que les laisser & d'autrea & déduire, puisqu'elles sont
tout & fait générales et se présentant souvent, et qu‘il vaut mieux velller
A la facilité& dans une chose par sol embarrassée.

De cecl connu comme Algorithmeé , gue je dise ainsi, de ce cal-
cul que j'appelle différentisl , toutes les autres égalités différentielles
peuvent &tre trouvées par un calcul commun, et les plus grandes et les plus
petites, et de mime les tangentes sont tenues, de telle sorte qu'il n'est pas
nécessaive d'enlever les fractiomnaires ou irrationnelles, ou autres chaines,
ce gque pourtant il fut A faire selon les Méthodes jusqu'ici montrées. La dé-
monstration de toutes [ces formulea ] sera facile pour quil est versé dans ces
choses et considérant cecl non assez examiné jusqu'ici , que dx, dy, dv, dw,
de mSmes peuvent Stre tenus pour proportionnels aux différences de x, ¥, V¢
w, £ eux-mémes (dans leur successicn), solt aux accroissements, eclt aux. dl-
minutions passagers. D'oll il est fait que son éguation différentielle peut
Stre &crite comme une égquation proposée gualcongue, ¢ qui serait pour le
membpe que l'on veut (ce qui est pour la partie qui concourt &  établir
1'équation par la seule addition ou soustraction) & substituer simplement la
quantité différentielle Adu membre, de plus pour une autre quantité ( qui elle-
méme n'sst pas un membre mais concourt au membre A former), sa quantité dif-
férentielle en employant son membre pour la quantitd différentielle 2 former,
non certes simplement, -mais selon 1l'Algorithme Jjusqu'icl prescrit -
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NOUVELLE METHODE POUR LES MAXIMA,

Assurément les Méthodes éditées jusqu'icl n'ont pas un tel passage, car or-
dinairement elles emploient une droite comme DX ou une autre de ce.mede, non
agsurément une droite d& qui est une quatrilme proportionnelle 2 DX, XY, dx,
mimes, ce qul trouble toutes les chosss ; de 13 elles prescrivent d'Ster d'a-
bord les [quantités] fractionnalres et irrationnelles {(qui s'avancent indéter-
mindes), 1l emt visilble encors que notre méthode est dtendue aux lignes trans-
cendantes qui ne peuvent &tre amendes vers le calcul Algébrigue ou qui ne sont
d'aucun dagré Géterminé, et cela par un mode universel, sans aucune supposi-
tion ne s'avancant pas toujours par un mode qui soit géndral : trouver la
tangente, est mener une droite qui joint deux points de la courbe ayant une
distance infiniment petite, ou la ¢5té @'un polygone d'un nombre infini a'an-
glas, ce qui pour nous est équivalent i une courbe. D'autre part cette dis-
tance infiniment petite peut &tre toujours exprimée par quelgue différentiel-
le connue comme dv ou par une relation & elle-mdme, ce qui est au moyen
@'une certaine tangenta connue. En particulier si y était une guantité trans-
cendante, par exemple l'ordonnée d'une cycloide, et que celle-cl s'avangit
vers le calcul, dont l'crdonnée 2 serait déterminée par le moyen d'une autre
courbe , et que dz soit cherchéde, scit la tangente A cette seconde courbe au
moyen d'elle, dans tous les cas dz serait A déterminer par dy ; d'autre part
dy seralt tenu parce gu'est tenue la tangente & la cyclolde. En outre la tan-
gente elle-méme de la cycloide, sl elle n'était pas encore pessédée,pourrait
dtre trouvée d'aprds la propriété donnée des tangentes du cercle.

NOTES DU TRADUCTEUR,

Nouvella méthode pour les maxima et les minima :

NI : Titre d'un journal fondé en 1682 par 1'érudit allemand .
Othon Mencke, né A Oldenbourg en 1644, mort 2 lLeipzig en 1707, profesaeurl e
morale & l'Université de Leipzig. Il forma le projet ds publier un journa

critique ol serait donnée l'analyse de tous les ouvrages importants qul pa-

rattraient en Europe, et qui prit le titre : Acta eruditorum Lipxensivm .

Gréce & 1'exactitude de ses travaux et & 1l'asutorité qu'ils avaient dans le
monde sclentifigue, le journal jouit d'un grand crédit et prospéra pendant
un sipcle. C'est 1A ob Leibnitz fit paraitre la plupart de ses travaux scief-
tifiques. La Nouvelle Méthode pour les maxima est le premier &crit dans la
quel Leibnitz falt part de sa découverte du calcul différentiel.

NII : Le texte original porte manifestement iel une erreur en
mettant VB pour XB WC pour XC ... J'al rectifié. D'ailleurs Leibnitz le si-

gnale lui-mime dans la petite note des actes de 1695.
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Jean Le Rond d"Alemben
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Jean LE ROND D'ALEMBERT
( Paris 1717 - id. 1783 )

Ses recherches en mécanique, acoustique et en astronomie le condui-
sirent 3 approfundir ot & perfectionner les outils de l'analyse. Il fut
le premier & utiliser un développement de Taylor avec reste explicité
sous forme d'intégrale et & étudier un exemple d'é&quation aux dérivées
partielles. Parmi ses oeuvres importantes il faut aussi citer son traité
de dynamique et ses travaux sur les nombres complexes. Il entra a vingt-
trois ans & l'académie des sciences et collabora Jjusgu'em 1759 2 la
Grande Encyclopédie ( Discours préliminaire et nombreux articles scien-
tifiques ).

Le texte sulvant est 1'article Tangeate de la Grande Encyclopédie.
Sa clarté et sa concision montrent les préoccupations pédagogiques de
d'Alembert, I1 définit d'abord la tangente comme position limite d'une
sécante et s'intéresse ensuite 3 le tangente au cercle et aux conlgues
aprés avoir rappelé 1le définitien de celles—ci. Enfin il décrit 1'usage

du calcul différentiel dans la recherche des tangentes.

* *

TANGENTE, £. & ( Geamelrie ) menez 4 fa
courbe M & { planc. Geom, fig. 241) une {écante
Mm V qui la conpe en M & m faires tourner
cetre fécante autour du point M julqud ce que
Ic point m tombe fur le point M.l ligne M.m V
parvenue 4 fa dernitre pofiion M f’ ell une
fangente,

Si la courhe a nne inflexion, fig- 242, Ou un
yebrouflement, fiz. 243 3 la ligne MV’ pourra
ire en 'méme-tems 1angente & ficantc,, & apris
avoir touché la courbe en M, aller la couper
en R.

Dans les ¢lémens de¢ Geéemetric on ne s'occnpe
guéres que de Ja tongente au cercle. On y dé
montre que cette tangente il perpendicularre au
rayon. Effeflivement, foit Ia ligne DE, fig-244
perpendiculaire_en A{ au rayon MC de la cir-
confirence M F (. Ce rayon deant perpéndiculnire
& D E fera 1a plns couste de tonees les liznes
qui Y aboutiffent du point C. Si dunc on méne
Tos lignes DC & €E, cos liar):es éant. pius

randes qune M €, les points & E ferom

ors du cerele, & comme on peut dire Ja méme
chofe de rour antre point, tous les points de la
ligne D M. fom hors du cerclt excepté le point
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(1)

(2)

(3

TAN

M , qui efl fur 12 circonfirence méme 5 done cerie |

Yigne efl tongente.
Si d'un méme point D on mine une saagente

M D & wpe ficante D F G an cercle ; la rangonte
eft mayenne proportionnuile entre la fécante en-
tidre & fa partie extéricure; car fi on méne les
Yignes F M & G My les uiangles F D M &
1§ MG feronit femblables , parce gque Iangle
D cfl cormuny de plus les angles DM F &
DG M font, chacun ; mefurés par 1a. moitié de
Yae F M, don DG DM=DM:DF,

La portion M E de la tangente au poinr M
extrémité de 'arc MT, comprife enire ce point
M & le rayon prolongé qui. pafle par le poin
I, autre extrémité de cer arc, s'appelle tangente
de l'arc M J ou de Vangle M C IP mclurd par
cct arc. Voyey Sinus.

Tangerses dis fedions conignes.

5i du point M de la parabole AM, fig. 245,
on méne deux lignes, l'une FM a fon foyer,
I'aurre M ¥V qui rencentre {a direétrice , perpen-
diculairement en V| ces lignea fonr égales, V‘:qu
ConiQue =T PanasoLs,

Cela paft, je dis que la ligné MY qui divife
l'angle IE’
¥ la parabole au point M. Pour le démontrer,
it fufgf de faire voir que tout poinr de la ligne
M Y'm autre que le point
eft hors de la parabole relativement au foyer,

T:A N

Ces courbes fent a-peu-prés Ics feules dont
on- puiffe’ ainfi trouver les tamgentes ponr les
autres , il faur employer le calenl différentiel ou
une méhode aualofue, moyenrant yuoi Je pro-
bitme ' aucune diffculid, guand Péguation de
Ia courhe el donnée dunc manidre quelcongne,
Voyey FAnalyfe des Infinimens petity i enarquis
def:llbpiml, qui ne laffe prefque rien A defirer
fur cette matidre. .

Noug parlerans ici de deux cas feulement qui
fe rencontrent le pius fotvent, etlui ot Péquarion
de a courBe eft donnée entre des coordonnics
paralléles 3. denx. Jignes donndes,, & celui. ol les

coordonndes fout, ta diftance du point indérermind
de la courbe 4 un point fixe, gn la diflance an-
gulajte de ¢ point -4 une ligne donnde.
Menez & 1uxe APp (fig. 241), les lignes M P
& f.ﬂlp Yirallé!es enidelles, & par {2 poim AL MR
Eled AP ; foit AP —=x PM=—=y; 'n=512;
mi== Ay (A eft [a cara&eriftigne des ditférencei
fini¢s } ; prolongez la {dcante 2L & ia tangente

'3 . - . . .
i MV julqu'a ce qu'ellesréncontrent 'asc dos x wn'0

i &en

MF en denx pariics égales clt tangente |

M, m par cxcmptlc )

Menez de ce point m les lipnes mV, m K per- |

pendiculaires fur I direfrice & mF; m ¥ =
mF; donc m K eft <Cm F s donc_le point m n'eft:
pas & la parabole donc l'interfe€lion de K m

avec la paraliole eft de l'uwre cdeé. du poine m

relativeruent an point K.

Si du point M de Velliple , fig, 246, on méne
les lignes MF & M f aux foyers I, f, 1a fome
de ces lignes fera conflanie & égale au grand arc.
Voyey Conique.

Ccla polé, je dis que la ligne M ¥ qui divile
en denx partivs égales Je fupplément de l'angle
F Mf cfl tangente , j& fupprime- ln démonllira-
tion, parce quclle efl la méwic d-pen-prés gue
pour [x parabale.

Si du point M de Vhyperbole, fip 247, on
méne les lignes MF & M f, aux foyers F, [,
Ia diflérence de ces lignes efl conflante & cgale
i l'axe des foyers.. Poye; Conigue.

Cela pofé, je dis que la ligne M Y qui diiile
en denx parties égales Vangle F M £ el tangence,
mime démonflraion que ponr I'clinple. '

Archiméde a aufli déterminé la tangente de fr
fpirale, par des moyens puifés dans Iancicnne

dometrie, fur quoi voyey fex auvres., édition
de Barrow.

Les notes sont regroupfes page 66.
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T, vous anrez évidemment la foui-ficante
a - . .. -
PO=y A-—';-, donc quand le point = vienr & comber

fur Ie point A, I2 {ous-tangente PT =y ‘5—’1- .

Solt y* = ;—-ﬂ—"i—; on aura %‘5 ou PT=
1ax — 2t
jg— X
cnlaires enfrelles

ds Diocles.

Menez au poinr fixe P, fiz. 158, les ordonnédes
PM, Pm; décrivez 'ablcifle circulaire A Na,
qui ait pour centrc le point P, & pour origine
Ie Fbin: A, placé fur une ligne 4 P donnde de
wefition § menez Ianerpendiculaire MS (ue Pm;
& décrivez U'arc M R qui ait pour cemire le poirit
P; prolongez la fécante AL Vl& la tangente M7
julqu'a ce gu'elles reccontrenten O & I° des poe-

endiculaires menées fur Pm & PAM; celd pofd,
foit AP=PN=ry, AN==2; PM=y, on

aura Sm=y ( ['—_E(Ef.g.) +ay, & MS=y

. §i les coordennd; dioient perpendi-

» ceue courbe feroic la ciffoile

fin. "-1'5",’ donc 1afonsfécante P Oz=.eolvuuen.s

aox
(r*+yay)ln. =
y(1—cof. F )44y

2 tomber fur le point 3, la fous-tangente PT=
'dx
rdye

- Dor¢ quand le point m vient

. - Lo gy . 4 .m:’.:
Soit y=m=z, en aira 1;:}— ou PT="—,

im=le ra;;_?ort du rayon & la circonférence,
cette courbe fera la (pirale d’Archimdde.
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Notea !

(1) ; L'auteur prouve que la perpendiculaire en M au rayon est tangente
au cercle au sens "euclidien" du mot ( la droite n'a qu'un seul point
commun avec le cercle, tous les autres points de la ligne sont hors du
cercle ). Il n'utilise donc pas la définition qu'il vient de donner en
début d'article. La démarche sera identique pour les tangentes des sec—
tions coniques.

(2) : Il faut edmettre que la parabole sé&pare le plan en deux régions,
1'une od nF > mK, 1'autre o mF & mK, La mBme supposition sera faite
pour les autres coniques.

(3) : La démonstration est donnée en annexe.

(4) : Pour la définition de la cissoide de Dioclés cf annexe.
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Annexe 1 :
Tangente & 1'ellipse

M est un point de 1l'ellipse de
foyers F et £, et de grand axe 2a.
Sur la droite FM et & 1l'extérieur de
1'ellipse, on place f' tel que :
Mf=Mf', m est un point autre que¢’ M
de la bissectrice extérieure de
1'angle FMf.

On a elors : nmF+mf = mF+nf'
nF+mf! > MF4ME' et MF+Mf = 2a. Par
conséquent wF+mf > 2a, Ce qui prou-

ve que m est un point extérieur 3

1'ellipse.

Annexe 2 :
La Cissoide de Dioclas (fin du II°sidcle av.J.C.)

Sont donnés un cercle (C) de diamdtre AB=2a et sa tangente (T) en B.
La demi-droite Az recoupe {C) au point Q et coupe (I) en L. On place le
point M tel que : AM = QL, La cissoide de Dioclés est la courbe décrite
par M lorsque Az tourne autour de A.

Ayant choisi un repére orthonormé direct d'origine A dans lequel
B a pour éoordnnnées (2a;0), posons M(x;y) et m = tan(if,ﬂf). On a alors
L(2a;2am) et Q{2a/(1+m*);2am/(1+m*)) ; D'oll la représentation peramé-
trique de la cissoide : x = 2am”/(l4m") et y =mx avec me€R

En éliminant le paramétre m, on obtient 1'€quation cartésienne de la

cissoide : x{(x’+y") = 2ay’.

© /f
c
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Augustin-Louis CAUCHY
{ Paris 1789 — Sceaux 1857 )

D'abord ingénieur des ponts et chaussées, il se consacra entiére-
ment aux mathématiques das 1813 et devint professeur & 1'école polytech-
nique, & la faculté des Sciences, et en 1816, académicien. Il exerga une
véritable hégémonie sur les mathématiques frangaises & partir des années
1820 jusgu'a sa mort. Son oeuvre couvre de nombreux domaines des mathé-
matiques et de la physique mathématigque. Il créa la théorie des fonc-
tions d'une variable complexe et fut un des fondateurs de la théorie des
groupes finis. Il montra 1'importance de la convergence des séries enti-
2res et précisa la notion d'intdgrale d&finie. Son influence fut décisi-

ve pour 1'introduction de la rigueur en analyse.

Les textes suivants sont extraits de son cours d'analyse donné &
1'&cole royale polytechnique, paru en 1821. Les concepts de base du cal-
cul infinitésimal y sont définis suivant un plan que 1'on retrouve enco—
re dans les manuels actuels : limite,'continuité. dérivée, différentiel-
le. La dérivée est définie par la limite du taux d'accroissement et Cau-
chy distingue les notions de différentielle et de dériv&e avant de faire
1'identification entre y' et dy/dx. La tangente apparait comme position
limite d'une corde & 1l'occasion d'un probléme d'application des dérivées

( sixidme legon ).
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COURS DDANALYSE.

RESUME DES LEGONS

DONNEES A I’£COLE ROYALE POLYTECHNIQUE

Par M. AvcusTin-Louis CAUCHY.

CALCUL INFINITESIMAL.

PREMIERE LEGON.

Des Variables, de leurs Limites, et des Quantités infiniment petites.

Ox nomme quantité variable celle que Yon considére comme devant
recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des autres:
On appelle au contraire quantité conszante toute quantité qui regoit une
valeur fixe et déterminée. Lorsque les valeurs successivement attri-
buées & une méme variable sapprochent indéfiniment d'une valeur fixe,
de manidre & finir par en différer aussi peu que f'on voudra, cette
dernidre est appelée la limite de toutes les autres. Ainsi, par exemple, {a
surface du cercle est la limite vers laquelle convergent les surfaces des
polygones réguliers inscrits, tandis que le nombre de leurs cbtés croft
de plus en plus; et le rayon vecteur, mené du centre d'une hyperbole &
un point de fa courbe qui s'¢loigne de pius en plus de ce centre, forme
avec ['axe des x un angle qui a pour limite angle formé par asymptote
avec e méme axe; &c..... Nous indiquerons fa limite vers laquelle

converge une variable donnde par I'abréviation /m. placée devant ceite
variable.
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La premidre lecon se poursult par 1'&tude de deux exemples :
*{imites dont s'approchent indéfiniment les deuxz expressions variables
(sinx}/et, ( 1+ef)1/“, tandis que & converge vers zéro", selon les propres

termes de Cauchy.
Elle se termine par les deux paragraphes suivants ot Cauchy iden-

tifie une quantité varieble de limite zéro avec un infiniment petit.

* *

Lorsque les valeurs numériques successives d'une méme variable
décroissent indéfiniment de manitre & s'abaisser au-dessous de tout
nombre donné, cette variable devient ce qu'on nomme un inficimens
petit ou une quantité infiniment petite. Une variable de cette espece a
zéro pour limite. Telle est la variable « dans les calculs qui précedent.

Lorsque les valeurs numériques successives d'une méme variable
croissent de plus en plus, de manitre & s'éjever au-dessus de tout
nombre donné, on dit que cette variable a pour limite l'infini positif
indiqué par le signe oo, s'il sagit dune variable positive; et l'infini
négatif indiqué par i notation — oo, il s'agit d'une variable né-
gative. Tel est le nombre variable m que nous avons employ¢ ci-dessus.

La deuxidme legon est cansacrée @ la continuité, nous n'en donnons

pas d'extrait.
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COURS D'ANALYSE.

TROISIEME LEGON.

Dirivées des Fonctions dune senle Variable.

Lorsque la fonction y==/f(x) reste continue entre deux limites
Jonndes de {a variable x, et que T'on assigne & cette variable une valeur
comprise entre les deux limites dont il s'agit, un accroissement infini-
ment petit, attribué & ia variable, produit un accroissement infiniment
petit de [a fonetion elle-méme. Par conséquent, si l'on pose alors Ax=#,
Jes deux termes du rapport aux différences
(1) 8y — f(*-*-!':—fl:l

ax

seront des quantités Infiniment petites. Mais, tandis que ces deux termes
s'approcheront indéfiniment et simultanément de la limite zéro, lerapport
Jui-méme pourra converger vers une autre limite, soit positive, soit né-
gative. Cette limite , lorsqu'elle existe , a une valeur déerminée, pour
chaque valeur: particuliére de x; mais elle varie avec x. Ainsi,.pay
exemple, si l'on prend f(x)=x", m d&ignant un nombre entier, le
rapport entre les différences infiniment petites sera

(‘-H): X — mx ™ o ﬂ:":—n Pt B S

et .i aura pout limite Ja quantité mx™" , Cest-d-dire, une nouvelle fonction
de Ia variable x. Il en sera de méme en général; seulement, la forme de

la fonction nouvelle qui servira de limite au rapport &h—"};ﬂ’—)

dépendra de la forme de In fonction proposée y= f{x). Pour indiquer
cette dépendance , on donne & la nouvelle fonction le nom de jfonction
dérivée, et on la désigne, 4 l'aide d'un accent, par fa notation

y ou f(x},

Dans la suite de la troisiéme legon se trouvent le calcul des déri-
vées des fonctions usuelles ainsi que la dérivée d'une fonction composée
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COURS D'ANALYSE.

‘\

QUATRIEME LECON.

Différenticlles des Fonctions d'une stule variable.

SorENT toujours y==f{x) une fonction de [a variable indépendante x,
i une quantité infiniment petite, et 4 une quantité finle. Si 'on pose
j—ah, a sera encore une quantité infiniment petite, et l'on zura
ientiquement

flxtij—fiz) __ flxa-ak)—f(2]
i - ah ?

d'ota Pon conclura
(1) f{"*":)"‘f{" — !{""""]i"'f["] 5

La limite vers laquelle converge fe premier membre de Féquation (1),
tandis que la variable « s'approche indéfiniment de zéro, la quantité &
demeurant constante, est ce qu'on appelle la différenticlle de la fonction
y=f(x). Oa indique cette différentielle par la caractéristique 4, ainsi
qu'il suit
dy ou df(x)

1{ est facile d'obtenir sa valeur, lorsqu'on connait celle de la fonction
dérivée y' ou f(x). En effet, en prenant les limites des deux membres
de I'équation (1), on trouvera généralement

(2) df(x) = hf (%)
Dans le cas partlculier ot f{x)==x, I'équation (2) se réduit &
(3) dx = k.

Ainsi fa différentielle de {a variable indépendante x n'est autre chose
que la constante finie 4. Cela posé, I'équation (2) deviendra

@ df(x) = f'(x}.dx,
ou, ce qui revient au méme,
(5) dy = ydax :

1l résufte de ces dernidres que la dérivée y'=f" () d'une fonclion quel-
conque y == f{x) est précisément égale 4 %ﬁ— » cest-a-dire, nu rapport
entre la différentielle de Ia fonction et celle de la variable, ou, si F'on
veut, au coefficient par lequel il faut multiplier Ia seconde différen~

tielle pour obtenir Ia premidre. C'est pour cette raison qu'on donne
quelquefois & [a fonction dérivée le nom de cogfficient différentiel.

13



COURS D'ANALYSE.

SIXIEME LECON.

Usage des Difftrenticlles et des Fonctions dérivées dans la solution de
plusieurs. Problémes, Maxima et minima des Foncrions d'une seule
‘variable. Valeurs des Fractions qui s¢ présentent sous la farime .

ArrEs avoir appris 2 former les dérivées et les différentielles des
fonctions d’une seule variable, nous allons indiquer {'usage qu'on peut
en faire pour {a solutjion de plusieurs probiémes.

1.5* Probléme. La fonction y = f (x) étaut supposée continve par rapport
@ x dans le voisinage de la valeur particuliére x=x, , on demande si, d partir
dg-cette valear, la fonciion eroit ou diminue, tandis que l'on fait croitre cu di-
minuer la variable elleméme. (1)

Solution, Soient Ax, Ay, les accroissemens infiniment petits et simul-
Ay
A x
On dolt en conclure que pour de trds-petites valeurs numériques de Ax,

et pour une valeur particuli¢re x, de Ila variable x, {e rapport -:—‘: sera

aura pour limite % =y

tanés des variables x, y. Le rapport

posiuif, si Ia valeur correspondante de y’ est une quantité positive et finie,
négatif, si cette-wvaleur de y” est une quantité finie mais négative. Dans
le premier cas, les diﬁ'érenc_es infiniment petites Ax, Ay &ant de méme
signe, la fonction y.croitra ou diininuera, 4 partir de x—x,, en méme -
temps que Ja variable x, Dans le second cas, les différences infiniment
petites étant de signes contraires, Ia fonction y crolira si la variable x
diminue, et décroitra si Ia variable augmente. (2)

Ces principes éant admis, concevons que Ia fonction y=f(x) de-
meure continue entre deux [imites données x — x,, x=2X. Si {'on fait
_croxtre fa variable & par degrés insensibles depuis la premiére limite
jusqu's la seconde, la fonction y'ira en croissant, toutes les fois que sa
dérh_rtfe étant finle aura une vajeur positive, et en décroissant, toutes
les-fois que cette méme dérivée obtiendra une valeur négative. Donc, la

f v - » N -
onction y ne pourra cesser de croitre pour diminuer, ou de diminuer
Lepas de M, Cucdy, E

Les notes sont regroupies page 76.
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COURS D'ANALYSE.
pour croftre, qu'autant que la dérivée y' passera du positif au négatif, ou
réclproquement. Il est essentiel d'observer que, dans ce passage, [a fonc-
tion dérivée deviendra nulle, si elle ne cesse pas d'¢cre continue. (3)

Lorsqu'une valeur particuli?re de {a fonction f{x) surpasse toutes les
valeurs volsines, clest-d-dire, toutes celles qu'on obtiendrait en faisant
varier x en plus ou en moins d'une quantité trés-petite, cette valeur
particulitre de .la fongtion est ce qu'on appelle un maximum.

Lorsqu'une valeur particulidre de la fonction f (x) est inférieure &
toutes les valeurs voisines, elle prend le nom de minimun.

Cela posé, il est clair que, si les deux fonctions f(x}, /'{x) sont
continues dans le voisinage d'une veleur donnée de la variable x, cette
valeur ne pourra produire un maximum ou un minimum de f(x), quen
faisant évanouir 1 (x).

; Nous passons sur le deuxidme probl2me consacré & la recherche des

mipima et mazima d'une fonction d'une seule variable.

3. Probléme, Déterminer linclinaison d'une courbe en un point doune.

Solution. Considérons a coutbe qui & pour équation en coordonnées
rectangulaires y— f(x). Dans cette courbe, la corde mende du point
(x,y)* au point (x4 A x, y-+ Ay), forme, avec Iaxe des x prolongé
dans le sens des x positives, deux angles, l'un aigu, lautre obtus, dont
le premier mesure I'inclinaison de la corde, par rapport & laxe des x.
Si le second point vient 4 se rapprocher & une distance infiniment
petite du premier, la corde se confondra sensiblement avec la tan-

* Nous indiquons ici les points i Iaide de leurs coordonnées renfermées entre deux paren-
théses, ce que nous ferons toujours par la suite, Sonvent auni, nods inCiquerons les courbes on
surfa::s courbes par leurs équations.
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COURS D'ANALYSE.
gente menée & la courbe par ce premier point; et linclinaison de fa
corde, par rapport 4 ['axe des #, deviendra I'inclinaison de la tangente,
ou ce qu'on nomme linclinaison de la courbe par rapport au méme axe.

Cela posé, comme linclinaison de [a corde aura pour tangente trigo-
a
)

clinaison de Ia courbe aura pour tangente trigonométrique la valeur
numérique de Iz fimite vers laquelle ce rapport converge, c'est-a-dire,

dy ]
dx

Si 1a valeur de y’ est nulle ou infinie, la tangente & la courbe sera
paralldle ou perpendicufaire & l'axe des x, C'est ordinairement ce qui
arrive, quand l'ordonnde y devient un maximum ou un mininun,

Exemples. y=x*, y=x*, y=x", y=x}, y=x°, y=A", y=sinx, &c..

nométrique I2 valeur numérique du rapport i s il est clair que [in-

de' la’ fonction dérivée y' —

Notes :

(1) : A cette &poque les mathématiciens ne mettent pas en doute 1'exis-
tence de la dérivée des fonctions continues (au sens actuel de dérivée 8
droite et & gauche éventuellement infinie). Il faudra attendre 1les tra-
vaux de Dirichlet sur la convergence des séries de Fourier (1829) pour
que ces deux notioms soient clairement s&parées.

(2) : Cette démonstration laisse perplexe. On peut lire ce paragraphe de
la facon suivante : "Pour une fonction dérivable sur un yoisinage de xo,
lorsque £'(xo) > 0 1l existe un voisinage de X, Sur lequel f est crois—
sante", mais ce résultat est faux comme le prouve le contre—-exemple sui~
vant : £(x) = x + 2x"sin{1/x) pour x+0 et £(0) = 0. Par contre le ré-
sultat est vrai si 1'on suppose f continliment dérivable sur um voisinage
de Xg.

(3) : Si 1'on veut soumettre & la rigueur de nos définitions actuelles
1'idée intuitive développée par Cauchy dans ce paragraphe, on doit alors
utiliser les propriétés topologiques de 1'ensemble des nombres réels (cf
annexe 3). Rappelons que celles-ci ne seront mlses en gvidence que dans
la seconde moiti& du XIX®sigcle. On voit ici, ainsi que dans les précé-
dentes notes, une illustration des liens existants entre le niveau de

rigueur et la précision des définitions.
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Annexe 3 :
Une caractérisation des fonctiona monotones

Soit I un intervalle ouvert de B et solt f wune fonction de I vers R
continue et d&rivable & droite sur I, alors :
f est croissante sur I si et seulement s1 pour tout t de I fé"(t)}o

Démontrons que la condition est nécessaire 1

Soit €T, pour tout T de I tel que tya, onea :

. £(t)-f(a).
ce qui entraine que tl_:j;lll* —t-a ’,D.

£(t)=-£(a)
IS >0

Démontrons que la condition est suffisante
Soit a et b deux points de I avec a<b, et solt h un réel stricte-
ment positif.
Remarquons d'abord que si xz1 alors 11 existe 4,0 tel que :
f(u)-£(x

pour tout u (_]x;x+d] , ' (x)-h sg-—u—_-x----) £ £ (x)+h et par conséquent

conme f'(x)} 0, pour tout u&[x;x+d] on a : f(u)-f(x)+h(u-x)30.

Ceci dit posons I ={ tefa;b) | “uzla;t] £(u)-f(a)+h(u-2)3 0 - .
1%} I]1 est un intervalle qui contient un segment [a;a+d] avec d 0.
En effet a.«;Ih ot comme £'(a)30, d'aprés la remarque préliminaire
11 existe d»0 tel que e+d&I, 3 d'autre part I, est um intervalle car
si t et ¢' sont deux &léments de I, avec t<t', tout réel t" de ]t;t'[
est &galement dans Ih'
2°) Ih admet un plus grend &l&ment.
En effet Ih gtant majoré par b admet une borne supérieure c et
pour tout t£¢, t {_Ih donc f£(t)-f(a)+h{t-a)z0 et par consé&quent
£(c)-f(a)+h(c-a)» 0 ( passage a la limite, f &tant contipue au point ¢)
ce qui prouve que ce_Ih.
3°) I - [asb] ( reste @ prouver que c=b).
Supposons par 1'absurde que c£b, comme £'(c) 30, il existe alors d3-0
tel que : pc;ur tout u de [c;c+d.], ftu)—f(c)+h(u—c)',.;.0_ (rem. prélim.)
et comme on sait que : f(c)-f(a)+th{c-a)0 ; on en d&éduit que :
pour tout u de [cicHd], £(u)-f(a)+h(u-a)}, 0  donc  que LS
d'of la contradiction.
Finalement beI,  donc f(b)-£(a)+h(b-a) ;0 i.e
Cette derniére in&galité &tant vraie pour tout h»0, on & bien
..f(g_):_f(:)‘a_ 0.

QDR
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UNE EXPERIMENTATION EN PREMIERE SCIENTIFIQUE

Elle fut menSe pendant deux années consécutives (1992 et 1993) dans
une classe de premiére S. Il s'agissait d'introduire la notion de déri-
vée en s'appuyant sur celle de tangente 3 une courbe. Elle comportait
trols séquences d'environ une heure et demie, une partie du travail
devant &tre fait & la maison. Deux textes historiques furent utilisés en
classe : celui de Roberval sur la tangente 4 la cycloide et la lecture X
des Lecons Géométriques de Barrow. Ils sont présentés par ailleurs dans
cette brochure. Les documents de travail destinés eux éléves, ailnsl que
quelques—unes de leurs copiea, se trouvent & la suite du compte rendu de

de ces trols séquences.

La premidre n’avait pas de caractére historique, elle consistait 3 faire construire plusienrs
tangentes A la parabole d'équation y=x2 par recherche de sécantes ayant un point d'intersection
unique. Son objectif était de manipuler la vision “euclidienne” de la tangente, 1a seule connue
des &l2ves A ce moment, et d’en indiquer les limites. Suite & une question de ma part, les €lves
se sont accordés pour dire que, des deux propriétés de Ia tangente 3 un cercle, droits ayant un
seul point d’intersection ou droite perpendiculaire au rayon, seule la premitre s'étendait
facilement & Ia parabole. Cette séquence permit aux €RRves, aprés qu'ils cussent résoln quelques
exemples, de conjécuuuetdedémntrerlavalcmducoefﬁciemaimtemdc la tangente de 1a
courbe étudiée au point d'abcisse a. Dans 1a synthése qui suivit, jinsistai sur le fait que cete
méthode leur avait &6 accessible parce qu'ellc ne mettait en jea que des équations du second
degré et que par conséquent on ne pourrait pas 1'appliquer 2 toutes les courbes. J'en profitai
également pour illustrer 1a notion d’enveloppe a I'side d'un transparent montrant les tangentes
tracées sans la parabole.

La deuxidme séquence £tait bitie autour du texie de Roberval, Elle deveit donner aux
éleves une vision cinématique de la tangente (droite donnant la “direction future” de la
trajectoire) A travers un exemple de courbe définie autrement que par son équation cartésienne.
Le texie futpréécn:éctconmentécnclasse.Amonémnnem:mmnséEvm avaicnt une
premidre connaissance de la cycloide (c’est une cowrbe formée d’arceaux dirent-ils), mais le
principe de sa génération dut &tre expliqué en détail. Le fait que le vecteur vitesse sait porté par
la tangente était connu des éldves (ou admis facilement). Par contre la composition des
mouvements ne I'était pas et nécessita donc des commentaires fournis. Ceci mis & part la lecture
dutcxncn:posapasdegmspmblhncs.hsél&wsdevaiantapprofondircemvaﬂchucmen
mfaismnlaconsmmﬁondelarouleucetdesesmgentcsetmmonnnissantlncourbequi
I’accompagne.
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La troisitme séquence construite autour du texte de Barrow était Ia plus ambitiense. Elle
devait amener la vision “différenticlie” de Ia tangente (correspondant A 1"approximation affine de
Ia fonction), introduire la définition de la différentiabilité ¢n un point, et donner la dérivée de
trois fonctions usuelles : cube, racine carrée, inverse. Avant de distribuer le texte je présentai un
uunspa:entmnantenévidenceconmentunecourbeﬁnitpm-seconfondrewecsatangente
lorsque ’on effectue des zooms successifs autour du point de contact (j*avais choisi comme
exemple 1a parabole étudiée lors de la premidre séquence). La lecture du texte ne causa pas de
gros soucis aux éléves, javais pris soin de remplacer les exemples originaux par celui plos
simple de 12 courbe définie par MP=APZ et dont le résultat pouvait étre recoupé avec les travaux
précédents. Le wavail demandé aux &l2ves était de justifier les trois régles de la méthode et de

I’appliquer aux courbes définies par : MP=AP3 ; MP2=AP ; MPxAP=1,

Eu &gard aux productions des €léves, le bilan de ces trois séquences m’est apparu
positif. Les textes avaient suscité I'intérét. Les méthodes de Roberval ¢t de Barrow avaient é1¢
comprises par une majorité d’éléves. Lorsque, par la suite, je donnai la définition de la
dérivabilité en un point par existence d*un développement limit¢ d’ordre un, il me sembla que
les éléves éprouvaient moins de difficultés. Ils savaient micux “lire” cette définition, y
reconnaitre le nombre dérivé, les termes négligeables, voire méme 1’équation de la tangente
dans le cas d'une éude en zé&ro. Autre avantage, le lien entre sens de variation d'une fonction et
signe de sa dérivée avait pu &tre mis en évidence das la premiére séquence.
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QUESTIONS SUR LE TEXTE IE ROBERVAL

Gilles Personne de Roberval vous explique dans les pages suivantes
comment construire la courbe qu'il appelle Roulette, ainsi que la tan-

gente en 1'un de ses polnts.

Votre travail consiste & refaire vous-méme cette construction.

Pour cela, prenez AB = 10cm et calculez AC.

Placez sur la demi-circonférence AB les polints E, F, G, H, §, L, L'
qui la partegent en huit arcs de méme longueur.

Construisez en suivent la méthode de Roberval les points Ml' N2,
03,...etc...'puis les points A, B, 9, 10,...etc...

Construisez ensuite les " ouchantes" & la roulette sux points A, 6,

9, 10,...etC.ue

Questions supplémentaires :
1°) La méthode de Roberval permet—elle de trouver la touchante & la rou-

lette au point A 7
2°) Reconnaissez-vous la courbe A1234...D7 Calculez donc son

&équation dams le repére orthonormé d'origine A dans lequel B a pour

coordonnées (0;2).

N.B. : La partie du texte coﬁmengant a2+ " Or ces deux lignes eea’, Bt
finissent & : "...trois fois le cercle.", qui traite de la quadrature de

la cycloide, ne figurait pas dans 1e document fourni aux §l@ves.
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COMMENTATRES ET QUESTIONS SUR LE TEXTE DE BARROW

Pour bien comprendre la méthode d'Issac Barrow, nous allons
1'illustrer par un exemple simple.

La courbe proposée a pour &quation : MP = AP? (autrement dit c'est
une parabole de sommet A). Nous utilisons les notations de Barrow avet
en plus AP = f, (il faudra s'y faire et puis cela change de x et y 1),

Nous allons donc comparer par le calcul au moyen de 1'é&quation MR
et NR, On a : AQ® = (f-e)” = f'-2fe+e’ ;
d'aprés la ragle 1, je jette e’, donc : AQ' = £'-2fe ;
d'aprés 1'équation : NQ = AQ", c'est 2 dire : m-a = f*-2fe ;
d'aprés la ridgle 2, je jette m et f*, donc : -& = =2fe ou &= 2fe ;
d'aprés la régle 3, je substitue MP & la place de a, et PT & celle de e.
De 14 jé trouve : MP = 2fxPT ou encore ¥ 2AP ; formule qul donne le

PT
coefficient directeur de le tangente & la courbe eu point P.

Question : comment peut-on justifier chacune des régles 1, 2 et 37

Exercice : calculer les tangentes aux courbes suiventes par la

néthode de Barrow ?
1°) Equation MP = AP® (fonction cube) ; on trouvera :-%% = 3AP?,
29) Equation MP* = AP (fonct. racine carrée) ; on trouvera :-%% = 5%1?‘

3°) Equation MPxAP = 1 (fonction inverse) ; on trouvera “i% - ‘Ailf‘*'

N.B. : Le document fourni aux &léves ne comportait pas 1l'exemple I1I.
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SONDAGE ANGNYHE: TERHINALES SCIRNTIFIQUES SEPTEMBRE 19891

Numéc¢o de Ia classel,.....
H.B. Ce sondage sera exploité dans le cadre d'un travaii de
recherche saur le ocalcu)l differential. || npn'est en 3auouy ocas
aestiné & voug dvalugr.ous vous cepsrcions de vatre

collaboration.

1_ bsne |2 page ci-contre sont dessinéss 3 représentations graphiquas da
fontions numériques {nunérotéms &) b) c) d) a) ) g) h) 1)y}

1l_ Quelles sant ceiles qui admattent une limite en @ Teoenoeswnanannna
1Z2_ Quelles sont calles qui sont derivabiss an B Toisasnasr-cotaanioseen

13_ Lorsque la courbe admet une tangante au point d'abscisge © tracez-
Ia approximativament. <(Utilisez du rouge ou du bleu SVP)

2 24 Guand.dit-on gu’una druite est tangente 4 une courbe ?

PO R R B NN R B R N I N R N R I I A B R N B NC R A BE R DR BN T B T B L B I

22 Y s-t-11 un rappert entre la tangente & une caurbe ot |a tangenta &
Ul ceccle ¢ oui-non. 51 cul lequel Pi.iciscassssarrirersnacvscracnaanna
23_ Y a-t-~il un reppart entce la tangente & une courbe et la fontion
trigonométrique tsngente i oui-nan. 51 oul legquel Fi..ocaciean-cnancn

3_ Dire que f admel pour Ilimite le@ rée! | quand h tand vers @ signifie:
a) f(h) est voisin de | lorsque h est voisin de @.
b: On peut trouver un rdel ctrlétement positit % at un wntier natursl
non nul n, tels que pour tout réel h assez proche de zaéro on ait:

friny - 1§ s k|h"| ou [f<h: - 1} § kd]h|

o) L'axpression variable tth) s’approche indéfiniment de la valeur fixe
\ de maniere & rinls pac en différer susei peu que L'an voudra lorzgque h
oonvarga vars @.
@) PFousr tout h surrisamment petit, |£th1 - Il 5 keth) ol kERx+ st ® ast
une tonction de retérance da limile nulle &n @.

Choisissez parnl les quatce dérlnitiaons précédantes cellas qul vous
perait traduire le mieux le falt atfirmé en premidrm 1Lgnet. .oovavercsnas
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QUELQUES COMMENTAIRES

Nous avons distingué les résultats donnés par les &léves de C, de
ceux des &ldves de D,car les différences nous ont semblé significatives.
I1 est & remarquer que les &ldves de C donnent davantage de réponses gue
ceux de D. Pour certaines questions plusieurs réponses &talent possibles

d'oll des totaux supérieurs & 100%.
A propos des questions :

1.11 : La notion de limite est associée d celle d'infini et d'asymptote.
les &léves ne font pas d'association entre, avolir une limite finie en O
et une représentation graphique continue en (0;£(0)), pour une fonction
f. Ils n'éprouvent pas le besoin de calculer la limite en 0 pour une
fonction d&finie en 0, les fonctions sont alors pour eux "naturellement"

continues.

1.12 et 1.13 : La dérivabilitd n'est pas interprétée en terme de pro-
priété de la courbe représentative ( absence de points anguleux }. Dans
1'introduction de la définition (surtout par limite du taux d'accroisse—
ment) peu de place semble &tre donnée & 1'aspect géométrique.

—les &laves confondent zéro et origine ; donnme-t-on trop d'exemples de

courbes passant par 1l'origine ?

— La capacité & tracer une tangente 4 vue d'oeil n'est pas développée
chez les &ldves. ‘

— On remarque une grande propension & tracer des tangentes harizontales
en d) et en e). L'enseignant insiste sans doute trop sur ces derniédres
liées aux extrema.

— L'utilisation des tangentes camme enveloppantes de la courbe, pour en

donner 1'allure, a disparu avec les calculatrices.

2,21 : L'image de la tangente chez les éldves, reste celle de la tan-
gente au cercle, Elle est peu modifiée par 1'introduction du calcul dif-
férentiel, L'application linésire tangente n'est pas reconnue comme

telle.
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2.22 : Le rapport entre tangente su cercle et tangente a une courbe est
justifié géomStriquement : un seul point d'intersection ou courbe assi-
milable & un cercle sur une petite partie. Trés, tras rarement le cercle
est considéré comme représemtation graphique d'une fonction dérivable.

2.23 : La définition de la fonction tangente sur le cercle trigonométri-

que est quasiment inconnue, ou en tout cas inopérante.

3:la définition officielle des ex-programnmes obtient un piteux résul-
tat. La d&finition a) qul remporte le plus de suffrages est utilisée par
Serge Lang dans un manuel d'analyse pour débutants. la définition c} qui
est &galement apprécite, est copiée sur celle que donne Cauchy dans son
cours d'analyse (cf premidre legon citée dans cette brochure).
— Le concept de limite est liée & celui de fonctiocn ; jusqu'a Cauchy
lui-méme, on parle de limite de quantité variable et non limite de quan-—
+ité fonction d'ume autre. Dans 1'écriture %iyaf(x) =L, il v a deux
difficultés pour les &laves : f(x) tend vera L , et ceci quand x tend
vers d.
— Les réponses des &léves mettent en jumidre les différents réles que
peuvent jouer les dé&finitions dans notre enseignement

% 1a définition donne-t-elle du sems au concept qu'elle d&finit 7

* Est-elle opératoire, eu E€ns d'utile pour la résolution des pro-

blémes ?

* Permet—elle d'intégrer rigoureusement une nouvelle notion au sein

du savoir mathématique ?
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Annexe 4 : DESCARTES la geometrie

Facon generale
porr Iroxver des
lignes droites, qui
conppent les
courbes données,
o fesers
contingentes, a
angles droits.

Et enfin pour cequi est de routes les
autres proprietés qu’on peut attribuer aux lignes
courbes, elles ne dependent que de la grandeur des
angles qu’clles font avec quelques autres lignes.
Mais lorsqu’on [aeut tirer des lignes droites qui les
couppent a angles droits, aux poins ou elles sont
rencontrees par celles avec qui elles font les angles
qu’on veut mesurer, ou, ceque je prens icy pour le
mesme, qui couppent leurs conringentes ; la gran-
deur de ces angles n’est pas pius malaysée a
trouver, que §'ils estoient compris entre deux lignes
droites. g’eﬁt pourquay je croyray avoir mis icy
tout ce qui eft requis pour les elemens des lignes
courbes, lorsque pauray %eneralement donné la
fagon de tirer des lignes droites, qui tombent 2
angles droits sur tels de leurs poins qu’on voudra
choisir. Et j"ose dire que c’est cecy le problesme le
plus utile, et le plus general non seulement qucc]e
scache, mais mesme que j'aye jamais desiré de
s¢avoir en Geometrie.

Soit CE la ligne courbe, et qu’il faille tirer
une ligne droite par%e point C, qui face avec elle
des angles droits. Je suppose la chose desja faite,
et que la ligne cherchée est CP, laquelle I'e prolonge
Jusques au point P, ou elle rencontre la ligne droite

A, que je suppose estre celle aux poins de laquelle
on rapporte tous ceux de la ligne CE : en sorte que
faisant MA ou CB ©y, et CM, ou BAxx, jay
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livre second

uelque equation, qui explique le rapport, qui est
gntrélxc't _;cyl Puis je fgis PCI:O .:':,let PA v, E)E:J PMglo v— 9,
et 2 cause du triangle reftangle PMC jay s, qui
est le quarré de la baze esgal 3 xx + w—2vy+ y,
qui sont les quarrés des deux coftés. c'est a

dire jay x2\ ss—w+ 2uy— 3y, oubien yxy+
V 55— xx, et par le moyen de cete equation, j'ofte
de Jautre equation qui m’ex li%uc le rapport
gu'ont tous les poins de la courbe CE a ceux de la

roite GA, 'une des deux quantités indeterminées
x ou’ y. ce qui eft aysé a faire en mettant partout

Voss—ww+ .zz:y—_gy au lieu d’x, et le quarré de cete
somme au lieu d’xx, et son cube au lieu d’x?,

et ainsi des autres, si c’e§t x que je veuille
oster ;_oubien si c’est y,_en mettant en son lieu

v+ \V s5— xx, et le quarré, ou le cube, erc. de
cete somme, au lieu d’yy, ou y? etc. De fagon qu’il
reste tousjours aprés cela une equation, en laquelle il
ny a plus qu’une seule quantité indeterminée, x, ou J.

Comme si CE e$t une Ellipse, et que MA
soit le segment de son diametre, 2auquel CM soit
appliquée par ordre, et qui ait r pour son cofté
droit, et g pour le traversant, on 2 par le 13th. du 1
g liv. d’Apolionius.

'Fﬁ_'_._._'_'_\‘_‘_-\_-\-‘-‘\x ------ T
- g XXDIY=T )Y,
,.el “. i d'ou o$ant xx, il
| / | I:\j reste  ss—=vv+ 29y-
Ty PR T I
G P M' A Gubien,
Jy - igeriguec gu esgal a rien. car il eét

mieux en cet endroit de considerer ainsi ensemble
toute la somme, que d’en faire unc partie esgale 2
I"autre.

Tout de mesme si CE est la ligne courbe
descrite par le mouvement d'une Parabole en la
fagon cy dessus expliquée, et qu’on ait posé b pour
GA, ¢ pour.KL, et 4 pour le costé droit du dia-
metre IF(’L en.la parabole : I'equation qui expli-
que le rapport qui est entre x et ) €st
3 = byy— cdy+ bed + dxy % 0. d’olt ostant x, on a
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la geometrie

A

¥} — byy— cdy + bed + dy Vs =+ 2 uj — ¥7. et re-
met[tfant en ordre ces termes par le moven de la
multiplication, il vient

s ed d - 2bbed
= 4 - br d - 1d .
"Jd ’Jdﬂ'i’

Er ainsi des autres.

Mesme encore que les poins de la ligne
courbe ne se rapportassent pas ¢n la fagon que jay
ditre a ceux d’une ligne droite, mais en toute autre
qu'on sgauroit imaginer, on ne laisse pas de pou-
voir tousjours avolr une telle equation. Comme si
CE et une ligne, qui ait tel rapport aux trois
poins F, G, et A, que les lignes droites tirdes de
chascun de ses poins comme C, jusques au point
F, sucpassent la ligne FA d’une quantité, qui ait
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livre second

certaine proportion donnée a une autre quantité
dont GA surpasse les lignes tires des mesmes
poins jusques 4 G, Faisons GAxb, AF %, et
renant 4 discretion le point C dans la courbe, que
a quantité dont CF surpasse FA, soit 1 celle dont
GA surpasse GC, comme d 4 ¢, en sorte que si cete
quantite qui et indeterminée se nomme g, FC edt
¢+ g et GC et b—~% 1. Puis posant MA > y, GM
et b—y, et FM eft ¢+ y et a cause du trian-
gle retangle CMG, ostant le quarré de GM du

quarré de GC, on a le quarré de CM, qui e
oz 1154 2 by—yy. puis ostant | : de FM
Hee—=7"T+ 2 by—yy. puis oftant le quarré de F

du quarré de FC, on a encore le quarré de CM en
d’autres termes, ascavoir £ + 2 ¢g — 2 £y — yy,erces
termes eftant esgaux aux precedens, ils font connois-

tre y, ou :\[;'\' L]Ui est ddpo= - .f:i'i‘:- :er:'-!:.; -2bden, et

substituant cete somme au lieu d'y dans le quarrd
de CM, on trouve qu'il s’exprime en ces termes.
bddgpr+ceerr~1beddr —tbeder -
T sdd-cdd =)

Puis supposant que la ligne droite PC
renconere la courbe a angles droits au poine C,
et faisant PC x;, et PA =2 comme devane, PM e
y—y; er a cause du triangle rectangle PCM, on a
ss—vv + 2 vy—yy pour le quarré de CM, ou derechet
avant au lieu d'y substitué la somme qui fuy et
esgale, il vient

woaw =abodds mrecdlan =3ttt hderr - bddrrenddr -

8] ied = cee = o= tidr

eddit o eddry pour 'equation que nous cher-

chions.

Or aprés qu'on & trouvé une telle equation,
au lieu de s’en servir pour connoistre les quantités
x, ou ¥, ou £, qui sont desja données, puisque le
point C et donné, on la doit employer a trouver v,
ou s, qui determinent le point P, qui est demandé.
Lt a cet effect il faur considerer, que si ce point P
est tel qu'on le desire, le cercle dont il sera le
centre, et qui passera par le point C, y touchera Ia
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la geometrie

ligne courbe CE, sans la coupper : mais que si ct
point P, eft tant soit peu .i:)lus proche, ou plus
esloigné du point A, quil ne doit, ce cercle
couppera la courbe, non seulement au point C,
mais aussy necessairement en quelque autre. Puis il
faut aussv considerer, que lorsque ce cercle couppe
la ligne courbe CE,q]'equation par laquelle on
cherche la quantité x, ou 3 ou quelque autre
semblable, en supposant PA et PC estre connuss,
contient necessairement deux racines, qui sont
inesgales. Car par exemple si ce cercle couppe la
courbe aux poins C et E, ayant tiré EQ parallele 2
CM, les noms des quantités indeterminées x et y,
conviendront aussy bien aux lignes E.QC, et 1{
u'a CM, et MA ; puis PE et esgale a PC, a cause
u cercle, si bien que cherchant les lignes EQ
- _ et QA, par PE
s et PA qu'on sup-
s pose comme don-
i O\ nées, on aura la
AN mesme equation,
I \ q]:le si on cher-
I AE  choit CM et MA
I o 3 Fiar PC, PA. tl.l'oﬁ
i i ] osuir evidem-
PoM QA ment, que Ia
valeur d’x, ou d’y, ou de telle autre quanrité qu'on
aura supposee, sera dauble en cere equation, c'est
a dire qu'il v aura deux racines inesgales entre
elles : et dont 'une sera CM, 'autre EQ, si c’est x
u'on cherche ; oubien 'une sera MA, et l'aurre
EZA, si c'est y. et ainsi des autres. Il est vray que
si le point E'ne se trouve pas du mesme costé de
la courbe que le point C; il n’y aura que I'une de
ces deux racines qui soit vraye, et l'autre sera
renversée, ou moindre que rien: mais Plus ces deux
oins, C, et E, sont proches 'un de l'autre, moins
il v 2 de difference entre ces deux racines ; et enfin
elles sont entierement esgales, s’ils sont tous deux
joins en un; c’et 2 dire si le cercle, qui passe par
C, v touche la courbe CE sans la coupper.

———
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De Plus il faut considerer, que lorsqu’il v
a deux racines esgales en une -equartion, elle a
necessairement la mesme forme, que si on multiplie
par soy mesme la quantité qu'on y suppose estre
inconnué moins la quantité connue qui luy est
esgale, et qu'aprés cela si cete derniere somme n'a
pas tant de dimensions que la precedente, on Ia
multiplie par une autre somme qui en ait autant
qu'il Tuy en manque; affin qu'il puisse v avoir
separement equation encre chascun des termes de
I'une, et chascun des termes de ["autre.

Comme par exemple je dis que la premiere
equation trouvée cyv dessus, i sgavolr
yy—irrzzewroaw=in dojr avoir la mesme forme
que celle qui se produist en faisant ¢ esgal a y, et
multipliant y—e¢ par sov mesme, d'ou il vient
yy—2ey+ ee, en SOrte qu'On peut comparer sepa-
rement chascun de leurs termes, et dire que puisque
le premier qui est y y est tour le mesme en ['une
qu'en l'autre, le second qui et en I'une #2577
est esgal au second de I'autre qui et —2ey, d’ou
cherchant la quantité # qui et la ligne PA, on

avxe—getTr,

-_'_-_-_\_---‘-‘-‘“_‘_\_ 1 .
s C\B oubien a cause
. i Que nous avoens

/ S E . supposé e esgal
o} a3y on oa
G P .\'T I’L y” ——;-'y + —" r.

Et ainsit on pnurmit trouver 5 par le trofsiesme

terme eex *T5-5" mais pourceque la quanuré v

dérermine assés le point P, qui edt le seul que nous
cherchions, on n’a pas besoin de passer oucre.

Tout de mesme la seconde equation trou-
vée cyv dessus, a sgavoir,

—aed - 1dbed
6 . L. - ecdd . \
vO-2by'p =20 Pydeyacd oyl _ ) vV = 2beeddy - bboedd
- dd -2 dde o
o - ddrr
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321

la geometrie

doit avoir mesme forme, que la somme qui se
produist lorsqu'on multiflie Jy—2 eyt ee par
Y+ fyl gyt Ay + £ qui et

.;.f. +oegg + kb3 + ket _3!"4)
vb § - yd-2¢ 5—-2¢h} ) yy VY + erkd,
) v 1ef s 42 Y +”“'

-ze -t <« ref “eepn

de fagon que de ces deux equations j'en tire six
autres, qui servent a connaistre les six quantités f,
 h. k, v, et & Dou il eft fort aysé a entendre, que
ﬁe quelque genre, que puisse estre la ligne courbe
proposée, il vient tousjours par cete facon de
proceder autant d'equatioqs,.qu’qn est obligé de .
supposer de quantités, qui sont inconaues. Mais
pour demesler par ordre ces equations, et trouver
enfin la quantite v, qui est la seule dont on a2 besoin,
et 4 'occasion de laquelle on cherche les autres : Il
faut premierement par le second terme chercher £,
la premiere des quantités inconnués de la derniere
somme, et on trouve fX2é—2 b.
Puis par le dernier il faut chercher £ la derniece des

quantités inconnues de la mesme somme, ¢t on

bheedd,
trouve &*% —

Puis par le troisiesme terme il faut chercher g la
seconde quantité, et on 2

ATK
/ 'L
if _J'J‘
I|,|"If f-/"f |
S ’
P
v i \
VA
_.-"f /."'.-' H | 1

P G. M A

g8xy ee— 4 bc—2cd+ bb+ dd.
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livre second

Puis par le penultiesme il faut chercher 4 la

penuitiesme quantité, qui e§t Aix 2 bf;cdd _ 2 beedd

Et ainsi il faudroit continuer suivant ce mesme
ordre jusques a la derniere, s'il y en avoit d’avan-
tage en cete somme ; car ¢'est chose qu'on peut
tousjours faire en mesme fagon.

Puis par le terme qui suit en ce mesme
ordre, qui et icy le quatriesme, il faut chercher la
quantité v, etona yx ith_ape L B 1y o 2k
+ 550 280k ou mettant y au lieu d’e qui luy est

2ysy _ xbyy . bby 20y roc | &te
csg:l onayx ot —p-+ oo — 22 b Yy T
£ 1]

— =5~ pour la ligne AP.

yi
Et ainsi la troisiesme equation, qui est
+ L bedd: - 2 beder — 2 cddor = & bdeve — bddss ~ bddey — cddis ~ cddvy,
bdd ~ cee + v — ddv
a la mesme forme que 2% — 2 fz + ff, en supposant
f esgal a g, si bienque il 'y a derechef equa-
tion entre —2f, ou —2¢9, et

+21bedd~2bede—2¢eddv—2bder, ’otl On connolst que
bdd+~cee=eev—ddv dOLl q

bedd = bede~ bdd - + ceer

l[a quantité v est T~ bde—rec-dic
_ﬁrf{’;
TN\ T
il ?E.'r'f \\,-"': Hx"“ka%_
F A M P G

C'est pourquoy composant la ligne AP, de cete
somme esgale 4 v dont toutes les quantités sont
connués, et tirant du point P ainsi trouvé, une ligne
droite vers C, elle y couppe la courbe CE a angles
droits. qui est ce qu’il falloit faire. Et je ne voy rien
qui empesche, qu'on n’estende ce problesme en
mesme fagon a toutes les lignes courbes, qui
tombent sous quelque calcul Geometrique.
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ANNEXE §
Texte de Newton de 1a méthode des fluxions -

La méthode de Newton relative 4 étant dormé la Relation des Quamtités Fluentes, trouver In
Relation de leurs Flixions parait d'emblée assez &loignée quant & sa relation avec la notion de
dérivée actuelle.

Voici un exemple en langage moderne, un peu plus détaillé :
Soit 1a relation f{x,y) =3 + 5x-y =0

Newton considére deux suites arithmétiques de méme raison :

(n+31) (mrt2r) (o) n {m+r) m

x? Ox? 5x -y -y x3 + 5x

(a3rpo+ (2nN0+  (mh)Sx -nyl;— (m)(-3) +m(x® +sx)-§"-
On réordonne les termes selonn, 1, m

5:—[x3 + Sx - y] + 1[3%2% + 5%] '. MY [y + 33 + 5x] + 1]
y
On ajoute et on égale a 0, comme le fait Newton sans plus d'explication, ces deux expression :

[n%+m%)[x’+5x—y]+r[3x’§c+5:':-§]=0

Ce qu'on peut écrire :

[n% + m%)[f(x,y)] + r[%:’: +gfy—§] =0

Egalité vraie pour toute valeur de m., n, 1, mais en preaant n = m = { comme te fait d'ailleurs
Newton.on retombe sur notre classique dérivée.
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